CNAM 2002-2003

Mathématiques actuarielles fondamentales (assurance non vie)

Onzième série d’exercices

Exercice 1

Dans une assurance accidents, l’assureur verse un capital C en cas de survenance dans l’année d’un événement de probabilité p, moyennant le versement d’une prime P’’, proportionnelle à C.

1. A priori la probabilité p n’est pas entièrement connue ; on sait pourtant que son espérance mathématique est égale à 0,003.

Quelle est, en fonction de C, le montant de la prime pure ?

Quelle est la variance de la charge annuelle sur un contrat ?

En notant Y le coût moyen d’un sinistre et X la charge annuelle sur un contrat, le modèle de décomposition fréquence/coût moyen s’écrit :

E(X) = E(N).E(Y)

V(X) = E(N).V(Y)+ V(N).E(Y)²

Ici, X est la constante C, d’où E(Y) = C et V(Y) = 0

Par ailleurs, N ne prend que les valeurs 0 ou 1, avec la probabilité p. E(N) = p, E(N²) = p

D’où V(N) = E(N²) - E(N)² = p – p²

Prime pure = E(X) = p.C = 0,003.C

V(X) = p.(1-p).C² = 2,991 x 10-3 . C²

2. La concurrence fait que la prime commerciale finalement retenue est P’’ = 0,004.C.

L’assureur doit payer une commission de12% de P’’ et supporter annuellement des frais de gestion de 20 par contrat.

Quel est le montant minimum de capital assuré C pour que l’assureur ait une espérance de résultat positive (un bénéfice) ?

Ecrivons la contrainte recettes > dépenses (en espérance) :

P’’ > 12%.P’’ + 20 + E(X)

avec P’’ = 0,004. et E(X) = 0,003C , cette équation se réécrit :

(88%.0,004 – 0,003).C > 20 soit C > 38 461

3. L’assureur envisage de gérer n contrats identiques. Devant constituer une marge de solvabilité de 16% des primes P’’, et ne pouvant consacrer à cette activité que 2,4 M€, l’assureur limite le chiffre d’affaires correspondant.

En considérant que le résultat global de la catégorie est une variable normale dont la valeur minimale correspond à son espérance moins deux écarts type, pour quelle valeur de n et C la perte maximale est la plus faible ?

Le total des primes est : U’’ = n.0,004.C

L’assureur doit disposer d’une marge de solvabilité de 16%.U’’ et il ne peut consacrer qu’au plus 2,4 M€ à cette marge, d’où  16%.U’’ < 2,4 M€, soit C < 3750 / n (en millions d’euros).

En notant R le résultat global,

E(R) = n.[C.(0,88.004 – 0,003) – 20]

V(R) = n.2,991x10-3.C²

La valeur minimale du résultat est E(R) – 2 racine(V(R)).

Rmin = 0,00052.C.n – 20.n - 0,10938.C.n

On va s’intéresser aux dérivées partielles, par rapport à n et C.

Rmin / C = 0,00052.n - 0,10938.n

qui s’annule en n = 44 245,5

Pour n < 44 245,5, cette dérivée partielle est négative et donc Rmin est maximum pour C = 0 (le choix optimum dans ce cas est de ne pas lancer le contrat).

Pour n > 44 245,5, la dérivée partielle est positive et il faut retenir le C le plus grand possible, soit C = 3750/n (M€), valeur qui sature la contrainte de marge.

avec cette valeur, Rmin se réécrit :

Rmin = 0,00052.3750.106 – 20.n - 0,10938.3750.106/n

Rmin / n = - 20 - 0,05469.3750.106/(n.n)

qui s’annule pour n = 47 199,7 arrondi à 47 200.

Pour cette valeur, C = 3750.106/47200 = 79 450.

Quel est alors le coefficient de sécurité  ?

 = (K + E(Résultat))/Ecart type(résultat)

 = [2,4.106 + n.(0,00052.C-20)]/[C.racine(n.2,991x10-3.)] = 3,608

soit une probabilité de ruine d’au plus 0,015%

Exercice 2

Un risque dont la survenance est régie par un processus de Poisson de paramètre l est caractérisé par une distribution des montants de sinistres exponentielle telle que :

P( Y > y )  = 1 – F(y) = e-Cy

où C est un paramètre positif inconnu, mais dont on sait qu’il suit une loi définie par : Proba( c < C <= c+dc) = kc-1 . e–u.c  avec k = u/ (g > 2 ; u > 0).

1. Donner l’expression de l’espérance et de la variance de Y en fonction de  et u.

Déterminer les valeurs de ces paramètres de telle sorte que :

E(Y) = 30 000 et  (Y) = 90 000.

Lorsque C est connu :

E(Y|C) = 1/C et E(Y²|C) = 2/C²

C est en réalité une variable aléatoire

E(1/C) =kc-2.e–u.c.dc =u/(-1)

E(2/C²) =kc-3.e–u.c.dc =2.u²/[(-1)(-2)]

D’où, 

E(Y) = u/(-1) = 30 000

E(Y²)/E(Y) = 2u/(-2) = (V(Y)+E(Y)²)/E(Y) = 300 000

soit u = (-1).30000 = (-2).150000

 = 2,25 et u = 37 500

2. Quelle est la fonction de répartition «  a priori »  de Y ?

1-F(y) = k e-Cy  c-1.e–u.c.dc =[u/(u+y)] qui correspond à une loi de Pareto modifiée.

3. Une réassurance en excédent de sinistre intervient au delà d’une priorité M = 500 000. Si la fréquence  = 5% et si le réassureur charge sa prime de 30%, quel est pour un risque le coût de la réassurance ?

La prime pure de réassurance est y>M(y-M)dF(y) = (u+M).[u/(u+M)]/(-1)

(ce qui donne après calculs une prime chargée de 30% de 69,92 soit 70)

Exercice 3


Dans une branche d’assurance, à la fin de l’exercice N, on dispose de la statistique suivante :

	
	Règlement après j années

	Année d'origine
	0
	1
	2
	3
	4

	N-4
	200
	125
	77
	53
	18

	N-3
	220
	137
	88
	60
	 

	N-2
	243
	151
	100
	
	 

	N-1
	269
	172
	
	
	 

	N
	299
	 
	 
	 
	 


On suppose que l’année N-4 est entièrement connue : il n’y a plus de sinistres non réglés au bout de 5 ans.

1. En utilisant la méthode des cadences de développement, quelles seraient les provisions à constituer pour les exercices N-3, N-2, N-1 et N ?

Réécrivons le tableau sous forme de paiements cumulés :

	
	Règlement après j années
	
	

	Année d'origine
	0
	1
	2
	3
	4
	Ultime
	Provision

	N-4
	200
	325
	402
	455
	473
	473,0
	0,0

	N-3
	220
	357
	445
	505
	 
	525,0
	20,0

	N-2
	243
	394
	494
	
	 
	582,1
	88,1

	N-1
	269
	441
	
	
	 
	647,6
	206,6

	N
	299
	 
	 
	 
	 
	714,7
	415,7

	
	
	
	
	
	
	Total :
	730,3

	Facteurs
	
	1,6277
	1,2463
	1,1334
	1,0396
	
	

	Produit
	
	1,6277
	2,0286
	2,2992
	2,3901
	
	

	Cadences
	0,4184
	0,6810
	0,8487
	0,9619
	1,0000
	
	


2. Le chiffre d’affaires a évolué ainsi :

	Année d'origine
	Primes

	N-4
	550

	N-3
	600

	N-2
	650

	N-1
	700

	N
	750


Les tarifs de la société sont établis en tablant sur un S/P de 90%.

Quelles seraient les provisions à constituer en utilisant la méthode Bornhuetter Ferguson et les cadences de développement estimées au 1. ?

Les cadences estimées sont :

	Payés
	41,84%
	68,10%
	84,87%
	96,19%
	100%

	Provisions
	58,16%
	31,90%
	15,13%
	3,81%
	0%


La sinistralité attendue a priori est :

	Année d'origine
	Primes
	P x 90% = A
	Taux de provisions
	Provisions attendues
	Coût ultime

	N-4
	550
	495
	0
	0
	473

	N-3
	600
	540
	3,81%
	20,6
	525,5

	N-2
	650
	585
	15,13%
	88,5
	582,5

	N-1
	700
	630
	31,90%
	201
	642

	N
	750
	675
	58,16%
	392,6
	691,6


Provisions totales : 702,6

L’écart entre les niveaux de provisionnement est de 4% des provisions ce qui pourrait sembler peu.

Mais en proportion des fonds propres, et plus encore du résultat de l’exercice, cet écart est très important.

C’est une constante en assurance : les provisions sont par nature incertaines. Une petite incertitude sur les provisions, qui représentent la plus grande partie du passif, correspond à une incertitude beaucoup plus grande sur le montant des fonds propres (effet de levier), et encore plus importante sur le résultat courant.

