CNAM 2002-2003 — 2léments de cours —
Bonus-malus et Crédibilité

Une stuation fréguente en pratique est de disposer non pas d' un résultat mais de plusieurs.

Le cas se présente en assurance, par exemple :
lors de la phase de tarification, la prime pure estimée, pour un méme risque, peut varier en
fonction de lafinesse et des critéres de segmentation.
une fois le tarif éabli, la comparaison des résultats obtenus avec les résultats attendus peut
faire apparaitre des écarts, font-ils partie de I’ incertitude normae inhérente a I’ activité, ou
doivent-ils entrainer des correctifs tarifaires ?
pour comparer les résultats obtenus avec les résultats attendus, encore faut-il apprécier
correctement les résultats réds, qui dépendent pour une part de I’ évaluation de réglements
futurs (les provisons) et pour lesquds plusieurs méthodes, ou moddes, sont utilisables.

En pratique, |'objectif n'est pas de sdectionner un des résultats au dériment des autres, mas
d essayer de les combiner/réconcilier, en tenant compte du degré de confiance que I'on peut
accorder a chacune de ces estimations.

Une application traditionnelle est appelée de maniere générique «systémes de bonus-maus ». 1ls
visent a pondérer I’ gppréciation du risque que I'on peut faire a priori (par exemple al’issue d' une
méthode de segmentation) avec I’ gppréciation du risque que I’ on peut faire a posteriori sur la base
de sesrédisations.

Les travaux sur les bonus-malus ont ensuite donné naissance alathéorie de la crédibilité, qui visent a
moddiser les « melleures » (au sens d’' un mode e Statistique sous-jacent) pondérations entre « vison
apriori » et « vison a pogeriori ».

Issus de la tarification, ces outils ont égaement éé utilisés pour vaider théoriquement des méthodes
empiriques traditionndles d évauation des provisons, e notamment la méhode Bornhuetter-
Ferguson, seconde méhode la plus utilisée gprés cedlle des cadences de développement (chain-
ladder).

1. L e systéme de bonus malus en assur ance automobile.

La plupart des systemes de bonus-ma us techniques corrigent la prime pure d'un assuré au vu
de I'higtorique de sasinigrdité.

Les caractéristiques générales des systemes de bonus-malus en usage en assurance
automobile sont les suivantes:
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- une échele de niveau de primes, la base 100 correspondant, dans chague case du tarif, ala prime
de référence ;

- laregle de bonification ou de péndisation ne dépend pas de |’ ancienneté de I’ assuré

- cette regle ne prend en compte que le nombre de sinistres de la derniére année (ou des deux
dernieres années) ;

- il y aun niveau maximum de bonus & parfois un maximum de maus.

La clause-type francaise fixe un coefficient de tarification égd a 1,00 a I origine, réduit de
5% (ou 7% pour les V.R.P.) par année sans sinistre, mgoré de 25 % (ou 20 % pour lesV.R.P.),
avec une descente rgpide a 1,00, goprés deux ans sans sinistres. Le niveau minimum est de 0,50 et le

maximum de 3,50.

L’éude de I'évolution de la répartition des assurés entre les différents niveaux de primes
reléve de la théorie des chalnes de Markov.

Nous nous contenterons d’ effectuer une éude smple afin d’ apprécier le pouvoir discriminant
de laclause de bonus maus.

Soit une population d’ assurés comportant 80 % d’ assurés ayant une frégquence d' accident de
5% et 20 % d'assurés ayant une fréquence d’ accident de 15 %, la survenance des accidents pour
chacun des assurés éant un processus de Poisson.

Les snistres sur cette population surviendront donc selon un processus de Poisson de
paramétre n © (80% ~ 5% + 20% ~ 15% = 6%) ou n et |'effectif de la population. Leur
origine, un bon ou un mauvas conducteur, est donc indiscernable.

Quelles sont les probabilité qu’ un assuré, bon ou mauvais, N’ ait pas de sinistre pendant un an
et pendant deux ans ? Parmi ceux qui n'ont pas de sinistres, quelle proportion y at-il de bons ou
mauvais conducteurs ?

Unan Proportion | Deuxans | Proportion

Aucun | Bon conducteur 95,1% 81,6% 90,5% 83,0%
snigre | Mauvais conducteur 86,1% 18,4% 74,1% 17,0%
Ensemble 93,3% 100,0% 87,2% 100,0%

Aumoins | Bon conducteur 4,9% 58,3% 9,5% 59,5%
un Mauvais conducteur 13,9% 41, 7% 25,9% 40,5%
snigre |Ensamble 6,7% 100,0% 12,8% 100,0%

Pour un assuré, ne pas avoir de snistre en un an conduit a estimer sa fréquence a (81,6 %
50% + 18,4% "~ 15,0 %) = 6,84 %, soit une diminution relative de 2 % par rapport alafréquence
apriori. Lafréquence moyenne des autres conducteurs peut étre estimée 29,16 % (+ 31 %).

Pour un assuré, ne pas avoir de sinistre pendant deux ans conduit a estimer safréguence a

(830%  50%+ 17,0% "~ 15,0 %) = 6,70 %, soit une diminution relaive de 4 %. Lafréguence
moyenne des autres conducteurs peut étre estimée a 9,05 % (+ 29 %).
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2. Etude dela prime modeée.

_Gg+k . 9.
BNg,p(k)_m P (1-p)

Lorsque le niveau du risgue (le parametre | delaloi de Poisson) est une rédisation d' uneloi
Gamma de parametres get ¢, laloi globae du nombre de sinistres survenant pendant une période t
suit une loi binomiae négative de paramétres get p = c/(c+t).

On démontre que S pendant une période T il survient N sinigires, dors le niveau du risque
Uit uneloi Gammade paramétresgt=g+ N et c¢= c+ T.

Aprés T années d' observations ol on a observé N snidres, laprime pure devient : P=C”~
(g+ N)/(c + T), soit en divisant par T numérateur et denominateur :
P=C” (NT+dgD/(1+cT)

Ajustement de la distibution des fréquences suivant la sinistralité

Loi initiale
— — — Zéro sinistre
------ Un sinistre

— - — - Deux sinistres

Densité de probabilité

Fréquence
proba C g E() s(l)
Lai intide 17 1,2 7,1% 6,4 %
Z&o snidre 93,4 % 18 1,2 6,7 % 6,1 %
Un gnigre 6,2% 18 2,2 122% | 82%
Deux snigres 0,4% 18 3,2 17,8% | 10,0 %
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Densité de probabilité

Densité de probabilité

Ajustement de la distibution des fréquences suivant la sinistralité
pendant cing ans

Loi initiale
— — — Zéro sinistre
------ Un sinistre
— - — - Deux sinistres
X o\lc’ o\lc’ o\l° oé, = X X X
© 0 S| 3 & & ] G g
Fréquence
proba C g E(l) s(l)
Lai intide 17 12 71% 6,4 %
Zé&ro Snigtre 73,4 % 22 1,2 55 % 5,0 %
Un snidre 20,0 % 22 2,2 100% | 6,7%
Deux gnidres 5,0 % 22 3,2 145% | 8,1%
Troissnigres 1,2 % 22 4,2 191% | 9,3%

Ajustement de la distibution des fréquences suivant la sinistralité
pendant dix ans

18,0 T
T\
16,0 \
|
14,0 1, \
! \
12,0 \ Loi initiale
— — — Zéro sinistre
------ Un sinistre
— - — - Deux sinistres
0,0 : : o= == S
X N X X X X X
o Lo o Te} o L0 o
— — N N ™
Fréquence
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proba C g E() s(l)
Lo intide 17 1,2 7,1% 6,4 %
Zé&o gnigre 57,4 % 27 1,2 4,4 % 4,1 %
Un gnigre 25,5 % 27 2,2 8,1% 55 %
Deux snigtres 10,4 % 27 3,2 119% | 6,6%
TroisSnistres 41 % 27 4,2 156% | 7,6%

3.Lathéoriedela crédibilité.

On sintéresse a une varigble aéatoire ;X;, relive au risque i, observée en année | ; cela
peut ére, par exemple, la charge annuelle de sinigtres, le nombre de sinistres ou le taux de sinigresa
primes. Les carectéristiques de la varigble déatoire ;X; dépendent de la valeur d'un parametre

aéstoire g, propre au risquei.

On cherche aévduer P11 = E(jX14+1), compte tenu des observations faites :
- d'une part sur lerisquei, soit 1 ;X4 X5 iXp;
- d'autre part sur les risques de méme nature.

L’estimateur de crédibilité est une fonction affine ou linéaire des obsarvations fates aur le
risquei.

Nous supposerons que les variables ;X; sont indépendantes et que, pour i fixé, elles sont
identiquement distribuées. Nous avons dors deux variables aégtoires: m(q) = E(X)) et s¥q)=

Par exemple, lorsque les variables; X; stivent une loi de poisson de paramétre |, E( X)) =
VH(|XJ) =| i

En générd, on ne comnait pas la fonction de structure mais on suppose qu’ existent :
m=Em(q))
a=Va(m(q))
£=E(s%q))

Par exemple, lorsue les variables; X; suivent une loi de poisson de paramétre | , et que la
vaiable déatoire| ; suit uneloi Gamma de paramétres get ¢, m=dc, a=gc? et 2 = dc.

Nous avons dors les propostions suivantes (dues a Bihimann) que nous livrons sans
démongtration::

La meilleure gpproximation de m(q) au sens des moindres carrés, par une
fonction affine des obsarvations (;X1 X5 i Xp,) est lavariable déatoire::
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(1-Z)" m+2Z." (XariXor 1:X.) 0l Z. = alla+s?n)
Z,, est gppelélefacteur de crédibilité.

L'erreur d'approximationest £ (1-Z,)) * a

Lorsque les variables i X; suivent une loi de poisson de paramétre | ;, et que la variable
aéatoire | ; suit une loi Gamma de paramétres get ¢, m = dc et Z, = 1/(1+c/n). On retrouve la
méme formule que précédemment.

De facon analogue, on montre la propostion suivante, en se placant dans la classe des
fonctions linéaires.

La meilleure gpproximation au sens des moindres carrés de m(q) par une
fonction linéaire des observations est lavariable déetoire :
(a+mA)(P+(@+m)” n)" (Xp4 iXow  +iXp)

L'erreur d'gpproximation est £ (2° (a+ mi))/(+ (a+md) " n)

On voit que l'erreur et supérieure a cele de la propostion précédente. Par alleurs
I' espérance de cette loi est (a+ mA)/(2+ (@+md) " n)” n” m<Em(q)) =m.

S m(q) et la prime pure dun contrat, la prime calculée par cette gpproximation est en
moyenne inférieure alavrae prime pure, ce qui évidemment n'est pas souhaitable.

4. Etude des flottes.

Soit une flotte de n véhicules, la survenance des sinistres suivant pour chacun d entre eux un
processus de Poisson de paramétre |, | éant pour chacun une rédisation d une loi Gamma de
paramétres get ¢ propres alaflotte. On démontre que la survenance des sinistres au sein de laflotte
suit aors un processus de Poisson de paramétre | ¢propre alaflotte, | ¢&ant larédisation d’ une loi
Gamma de paramétres get nc. Le nombre total de sinistres survenant pendant une période t it
dorsuneloi binomiae négative de paramétres get p = nc/(nc+t).
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Densité de probabilité

Densité de probabilité

3,50 T
3,00 1
2,50 1
2,00
1,50 1
1,00 1
0,50 T

Ajustement de la distibution des fréquences suivant la sinistralité
Flotte de cing véhicules

0,00

0%

250 T

N
o
o
]
T

1,50 1

=
o
S
]
T

0,50 +

Loi initiale

— — — Zéro sinistre
------ Un sinistre

— - — - Deux sinistres

Fréquence
proba E() Ecart
Lo initide 7,1%
Zé&o dnidre 71,0% 6,7% -5,6%
Un snidre 23, 7% 7,8% 10,2%
Deux gnigtres 4,6% 8,9% 25,9%
Troissnidres 0,7% 10,0% 41, 7%

Ajustement de la distibution des fréguences suivant la sinistralité

Flotte de dix véhicules

0,00

0%

Fréquence

Loi initiale

— — — Zéro sinistre
------ Un sinistre

— - — - Deux sinistres

15%
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Densité de probabilité

1,40 T

1,20 +

1,00
0,80
0,60
0,40
0,20

0,00

proba E() Ecart
Loi intide 7,1%
Zé&o gnidre 50,4% 6,7% -5,6%
Un gnigre 33,6% 7,2% 2,3%
Deux gnigtres 12,1% 7,8% 10,2%
Troissnigdres 3,1% 8,3% 18,1%
Quatre Snistres 0,7% 8,9% 25,9%

Ajustement dela distibution des fréquences suivant la sinistralité
Flotte de 25 véhicules

Loi initiale

— — — —Zéro sinistre

Un sinistre

----- Deux sinistres

0%

5
Fréquence
proba E() Ecart
Lo initide 7,1%
Zé&o snigtre 18,0 % 6,7 % -5,6 %
Un gnigtre 30,0 % 6,9 % -2,4%
Deux gnigres 25,8 % 71% 0,7 %
Troisgnidres 15,3 % 7,3% 3,9%
Quatre Snistres 7,0 % 7,6 % 7,0 %
Cinq gnidres 2,7% 7,8 % 10,2 %
Six dnidres 0,9 % 8,0% 13,3%
Sept snistres 0,2% 8,2% 16,5 %
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