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Eléments de cours – 28 avril  2003 – Le modèle du montant cumulé des sinistres

Le modèle du montant cumulé des sinistres

Dans les cours précédant, nous sommes partis de l’hypothèse que, en l’absence d’erreurs de tarification, il était possible de déterminer une prime pure sous la forme :

Prime pure = Espérance(charge annuelle aléatoire des prestations d’un assuré).

En pratique, un assuré peut être a l’origine de 0, un ou plusieurs de sinistres.

Notons Yij le coût du jème sinistre de l’assuré i,  Xi la charge annuelle pour l’assuré i et Ki le nombre de sinistres pour cet assuré.

Xi   = Yi1 + Yi2 + Yi3 + … YiKi 

Le nombre Ki est une variable aléatoire et les coûts Yij sont aussi des variables aléatoires.

La charge totale aléatoire pour l’assureur est la somme des sinistres imputables à chacun des assurés. On peut cesser de s’intéresser à l’identification des sinistres propres à chaque assuré en posant :

Ns   = K1 + K1 + K1 + … Kna ou na représente le nombre d’assurés. 

On peut alors réécrire :

inaXi i<naj< Ki Yi1  =  i Ns Yl  en renumérotant les sinistres, abstraction faite de l’assuré qui leur a donné naissance.

Sous réserve de faire deux hypothèses, on peut alors calculer l’espérance et la variance de la charge de sinistres.

Hypothèse 1 : Indépendance et stationnarité des coûts de sinistres

Les variables aléatoire  Yij sont indépendantes et identiquement distribuées (iid).

Cette hypothèse nécessite que l’on considère les valeurs actualisées (par un taux d’ « inflation » judicieusement choisi …) des montants de sinistres observés sur de longues périodes.

Hypothèse 2 : Indépendance fréquence-coût

La distribution commune des Yij ne dépend pas de la valeur prise par Ki .

Cette hypothèse n’est pas toujours vérifiée dans la réalité (d’où l’intérêt des zones tarifaires qui « décorrèlent » fréquence et coût des sinistres).

Espérance et variance de la charge cumulée des sinistres

Ces hypothèses permettent d’obtenir des propriétés intéressantes :

Espérance

Prime pure = Charge totale / NbContrats

E(X) = E(K).E(Y)

ce que l’on exprime souvent, pour un contrat, par Prime pure = fréquence x coût moyen

Variance

V(X) = E(K).V(Y) + V(K).E²(Y)

La fréquence des sinistres

Cette variable est très utilisée en actuariat, car elle est relativement simple à observer statistiquement (comptage des sinistres).

Pour chaque assuré, le nombre de sinistres constitue une variable aléatoire positive ou nulle qui ne peut prendre que des valeurs entières.

Son espérance, égale à E(K/na) est appelée fréquence probable.

Les principales lois utilisées pour modéliser K sont :

La loi binomiale

… qui correspond pour un contrat à une loi de Bernouilli.

Elle est essentiellement utilisée pour le risque décès.

La loi de Poisson

Sous certaines hypothèses on montre que le processus du nombre de sinistres est un processus de Poisson.

La loi de Poisson peut se construire à partir d’une hypothèse unique : la probabilité de survenance d’un sinistre dans le futur proche est proportionnelle à la durée envisagée et ne dépend pas des observations passées.

Elle présente en outre l’avantage de ne nécessiter qu’un seul paramètre 
La loi de poisson est donc d’utilisation « naturelle » en assurance.

Remarque : si le nombre d’assuré est important, le nombre total de sinistre peut être approché par une loi normale. 

En supposant que le nombre de sinistres de chaque assuré suit une loi de Poisson de même paramètre  alors le nombre total de sinistres suit une loi de Poisson de paramètre na 

Les formules de l’espérance et de la variance de la charge totale se simplifient, l’espérance E(K) et la variance V(K) étant identiques pour le nombre total de sinistres :

Espérance :

E(X) = E(K).E(Y)

Variance :

V(X) = E(K).V(Y) + V(K).E²(Y) = V(K).[V(Y)+E²(Y) = V(K).E(Y²)

Les lois de Poisson-Mélange

Elles correspondent à un modèle où la fréquence de chaque assuré est poissonienne, mais où la population assurée n’est pas homogène.

Pour un assuré pris au hasard, la fréquence des sinistres est régie par une loi de Poisson dont le paramètre  est la réalisation d’une variable aléatoire , appelée fonction de structure du portefeuille. 

Cas particulier : les lois binomiales négatives, ou loi de Poisson-Gamma

… dont la formule est donnée par :

Ce type de loi est utilisé dans certains modèles de bonus-malus.

Le coût des sinistres

La distribution des coûts de sinistre est plus délicate à étudier. Elle s’avère cependant utile pour certains aspects de la tarification (franchise, prime de réassurance).

Le coût, ou montant d’un sinistre est en effet une évaluation qui évolue, pour un même sinistre d’année en année. C’est la somme :

· des règlements déjà effectués ;

· des estimations des sommes restant encore à payer, nettes des recours espérés ;

· des coûts futurs de gestion.

De plus, la comparaison de deux sinistres d’année différente doit tenir compte d’un facteur d’inflation (quand les conditions d’indemnisation n’ont pas été modifiées : jurisprudence, etc.).

Les lois les plus courantes utilisées sont :

La loi log-normale

cf document sur les proba.

La loi exponentielle et les lois gamma

cf document sur les proba.

La loi de Pareto

cf document sur les proba.

qui donne généralement une meilleure description des « queues de distribution » que les lois précédentes. C’est pourquoi elle est souvent utilisée par les réassureurs.

Parfois la description du coût des sinistres par une loi analytique ne s’avère pas indispensable et la simple présentation du montant des sinistres observés par tranches de coût (voir ci-dessus les incertitudes sur les montants « exacts ») permet déjà d’avoir de bonnes estimations et de résoudre des problèmes simples.

En général, on ne disposera pas d’une fonction de répartition théorique pour les coûts de sinistres mais plutôt d’une statistique présentée soit sous forme d’une densité de distribution, soit sous forme de répartition cumulée.

Présentation de la densité de distribution :

	Tranche de coût
	Nombre
	Coût

	0 à 1000
	129
	62 128

	1000 à 2000
	165
	241 610

	2000 à 3000
	408
	1 101 051

	3000 à 4000
	108
	376 221

	4000 à 5000
	56
	251 965

	5000 à 10 000
	90
	590 219

	10 000 à 50 000
	43
	742 088

	50 000 à l’infini
	1
	86 289

	Total
	1 000
	3 451 571




















