CNAM 2002-2003

Mathématiques actuarielles fondamentales (assurance non vie)

Eléments de cours – 5 mai  2003 – Franchises et plafonds

1. Aspects théoriques

1.1 Franchise fixe toujours déduite

Le principe de la franchise fixe toujours déduite est simple : si un contrat d’assurance comprend une franchise de montant f, la garantie qu’offre l’assureur n’est mise en jeu que si le montant du sinistre dépasse la franchise.

Lorsque l’indemnité due à l’assuré par l’assureur correspond au montant du sinistre moins le montant de la franchise, on parle de franchise fixe toujours déduite.

Le système de la franchise permet en premier lieu :

· de réduire la prime d’assurance

mais également :

· de réduire les frais de gestion pour l’assureur

· de responsabiliser l’assuré.

1.2 Formalisation du problème

Soit X la variable aléatoire du coût d’un sinistre. On note F sa fonction de répartition.

Le coût supporté par l’assureur sera :

0 si X < f

X-f si X > f

où encore max(0,X-f)

L’hypothèse principale est la suivante :l’instauration de la franchise n’a pas d’effet sur la sinistralité (en particulier, la fréquence est inchangée). Dans ces conditions, si la prime pure avant instauration de la franchise est :

P = E(N).E(X) = E(N) 
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elle devient, après franchise :

Pf = E(N). 
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où encore :

Pf  = E(N). (
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Pf  = P  - E(N). (  
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On introduit le LER (Loss Elimination Ratio), qui correspond à la réduction de prime pure entraînée par l’introduction d’une franchise.

LER =  = 1 - Pf/P = 
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Remarque 1 : remplaçons l’assuré par assureur dans la définition ci-dessus, et assureur par réassureur : on retrouve le principe de fonctionnement des traités en excédent de sinistre.

Remarque 2 : échangeons les rôles de l’assuré et de l’assureur : plafond de garantie.

2. Exemple pratique

Reprenons le tableau de densité de distribution du cours précédent :

	Tranche de coût
	Nombre
	Coût de la tranche

	0 à 1000
	129
	62 128

	1000 à 2000
	165
	241 610

	2000 à 3000
	408
	1 101 051

	3000 à 4000
	108
	376 221

	4000 à 5000
	56
	251 965

	5000 à 10 000
	90
	590 219

	10 000 à 50 000
	43
	742 088

	50 000 à l’infini
	1
	86 289

	Total
	1 000
	3 451 571


Pour l’ensemble des contrats, le coût moyen des sinistres est de

3 451 571 / 1 000 =  3 451,571, qui correspond à la valeur empirique de l’espérance du coût moyen.

Tranche par tranche, on considère également que l’espérance empirique du coût moyen est égal à coût total de la tranche / nombre de sinistres de la tranche.

Quelle serait l’impact sur la prime pure :

1) si une franchise de 5000 était instaurée ?

2) si la garantie était plafonnée à 10 000 (ou, formulation équivalente, quelle part de la prime pure serait demandée par un réassureur pour couvrir la fraction des sinistres dépassant 10 000) ?

	Tranche de coût
	Nombre
	Coût
	Coût moyen de la tranche

	0 à 1000
	129
	62 128
	482

	1000 à 2000
	165
	241 610
	1 464

	2000 à 3000
	408
	1 101 051
	2 699

	3000 à 4000
	108
	376 221
	3 484

	4000 à 5000
	56
	251 965
	4 499

	5000 à 10 000
	90
	590 219
	6 558

	10 000 à 50 000
	43
	742 088
	17 258

	50 000 à l’infini
	1
	86 289
	86 289

	Total
	1 000
	3 451 571
	3 452


Pour évaluer l’impact de l’instauration d’une franchise ou d’un plafond, deux approches sont possibles : considérer que les nombre de sinistres par tranche n’ont pas changé (bien que les coût moyens des sinistres soient ramenés à 0 en dessous de la franchise), ou alors se baser sur le tableau de densité de distribution ne comportant que les tranches de coût non nuls après franchise (ou plafond).

Les résultats sont identiques, mais s’interprètent différemment.

Approche 1 :

Instauration d’une franchise à 5000 :

	Tranche de coût
	Nombre
	Coût avant franchise


	Coût moyen avant franchise
	Coût moyen après franchise
	Coût après franchise

	0 à 1000
	129
	62 128
	482
	0
	0

	1000 à 2000
	165
	241 610
	1 464
	0
	0

	2000 à 3000
	408
	1 101 051
	2 699
	0
	0

	3000 à 4000
	108
	376 221
	3 484
	0
	0

	4000 à 5000
	56
	251 965
	4 499
	0
	0

	5000 à 10 000
	90
	590 219
	6 558
	6 558 – 5000 = 1 558
	140 219

	10 000 à 50 000
	43
	742 088
	17 258
	17 258 – 5000 = 12 258
	527 088

	50 000 à l’infini
	1
	86 289
	86 289
	86 289 – 5000 = 81289
	81 289

	Total
	1 000
	3 451 571
	3 452
	749
	748 596


Dans cette approche, on a considéré que la fréquence était inchangée (on compte les sinistres de coût nul), le coût moyen étant ramené à 748 296 / 1000 = 748,596 .

Le LER ou taux de réduction de la prime pure est de (1- 749/3452) = 78,3%.

De même, l’instauration d’un plafond à 10 000 :

	Tranche de coût
	Nombre
	Coût avant franchise


	Coût moyen avant plafond
	Coût moyen après plafond
	Coût après plafond

	0 à 1000
	129
	62 128
	482
	482
	62 128

	1000 à 2000
	165
	241 610
	1 464
	1 464
	241 610

	2000 à 3000
	408
	1 101 051
	2 699
	2 699
	1 101 051

	3000 à 4000
	108
	376 221
	3 484
	3 484
	376 221

	4000 à 5000
	56
	251 965
	4 499
	4 499
	251 965

	5000 à 10 000
	90
	590 219
	6 558
	6 558
	590 219

	10 000 à 50 000
	43
	742 088
	17 258
	10 000
	430 000

	50 000 à l’infini
	1
	86 289
	86 289
	10 000
	10 000

	Total
	1 000
	3 451 571
	3 452
	3 063
	3 063 194


La fréquence est inchangée, le coût moyen étant ramené à 3 063 194 / 1000 = 3 063,194

Le LER est de (1-3063/3452) = 11,25%.

Approche 2 :

Instauration d’une franchise à 5000 :

On réécrit notre tableau de densité en ne conservant que les tranches de coût supérieurs à la franchise :

	Tranche de coût
	Nombre
	Coût moyen après franchise
	Coût total de la tranche

	5000 à 10 000
	90
	1 558
	140 219

	10 000 à 50 000
	43
	12 258
	527 088

	50 000 à l’infini
	1
	81 289
	81 289

	Total
	134
	5 587
	748 596


Le coût moyen est devenu 5 587 (multiplication par 7,5), tandis que la fréquence diminue très fortement (division par 7,5).

Les deux approches sont identiques en termes de résultat sur la prime pure, seule change la manière de répartir l’impact sur celle-ci entre fréquence et coût moyen.

Si le portefeuille comporte N contrats :

(1000/N) . 749 = (134/N) . 5 587.

3. Evaluation de l’incertitude

Avec les hypothèses d’indépendance habituelles, il est possible d’écrire variance totale = somme(variances des tranches de coût).

Mais comment évaluer la variance d’une tranche de coût ?

L’assimilation de tous les sinistres d’une tranche à la moyenne de la tranche, valable pour l’espérance, sous estimerait a priori la dispersion des charges individuelles à l’intérieur de la classe. Hors une sous estimation de la variance => une sous estimation du risque => une sous estimation du  risque de ruine (ou un tarif insuffisant).

Il est préférable de surestimer l’incertitude que le contraire. Pour ce faire, la technique habituelle est de considérer que les charges de sinistres sont concentrées aux deux extrémités de la tranche (dispersion maximum), sachant que par ailleurs, le coût total de la tranche demeure inchangé.

Ceci s’écrit, pour une tranche ( en notant  la proportion de sinistres au plafond de la tranche, n le nombre de sinistres de la tranche, min son plancher, MAX son plafond, et E(Y) le coût moyen) : 

.n.MAX + (1-).n.min = Coût total

soit .MAX + (1-).min = E(Y)

ce qui donne :  = (E(Y)-min) / (E(Y) – MAX)

Dans ce cas, E(Y²) = n.( (1-).min² + .MAX²)

Dans notre exemple, cela donne (en dernière colonne figure l’approche imprudente d’assimilation des sinistres au coût moyen de la tranche pour évaluer la variance)

	Tranche de coût
	Nombre
	Coût
	Coût moyen de la tranche
	alpha
	Somme(Y²) avec alpha
	Somme empirique(Y²)

(imprudente)

	0 à 1000
	129
	62 128
	482
	48,2%
	62 128 000
	29 921 615

	1000 à 2000
	165
	241 610
	1 464
	46,4%
	394 830 000
	353 790 255

	2000 à 3000
	408
	1 101 051
	2 699
	69,9%
	3 057 255 000
	2 971 356 139

	3000 à 4000
	108
	376 221
	3 484
	48,4%
	1 337 547 000
	1 310 576 304

	4000 à 5000
	56
	251 965
	4 499
	49,9%
	1 147 685 000
	1 133 685 022

	5000 à 10 000
	90
	590 219
	6 558
	31,2%
	4 353 285 000
	3 870 649 644

	10 000 à 50 000
	43
	742 088
	17 258
	18,1%
	23 025 280 000
	12 806 851 157

	50 000 à l’infini
	1
	86 289
	86 289
	0,0%
	7 445 791 521
	7 445 791 521

	Total
	1 000
	3 451 571
	3 452
	 
	40 823 801 521
	29 922 621 657


D’ou, une variance à l’échelle de l’ensemble du portefeuille = (40 823 801 521/1000) – 3 451,571² = 28 910459, soit = 5 376,84 (contre 4 244 avec la version empirique).
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