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Mathématiques actuarielles fondamentales (assurance non vie)

Eléments de cours – 12 mai  2003 – Segmentation tarifaire

Présentation de la problématique

Une population assurable regroupe dans la pratique des sous-populations présentant des risques hétérogènes : on ne peut donc pas modéliser le risque par une loi unique (ou considérer que les risques sont IID), mais par une multiplicité de lois, valables chacune pour une sous-population.

La question se pose donc de savoir comment segmenter la population assurable : quels critères de tarification retenir, et comment construire la grille tarifaire résultant de ce découpage, sachant que : 

· présenter un seul tarif à tous les assurés induit des risques d’antisélection
, qui justifient la nécessité d’une segmentation la plus fine possible de la population assurable (cf. exemple du deuxième cours, rappelé en annexe).

· plus le découpage est fin, moins les observations effectuées pour chacune des cases de la grille sont statistiquement significatives.

La construction d’une grille de tarification nécessite de définir des classes de risques suffisamment homogènes.

Pour cela, on dispose de deux types de variables (appelées critères de tarification) :

· les variables exogènes, qui apportent des informations relatives au risque (âge ou sexe de l’assuré, activité professionnelle, catégorie de véhicule, zone géographique du risque, …)

· des variables endogènes, qui apportent des informations sur les réalisations individuelles passées du risque.

La prise en compte des seules premières variables conduit  à une tarification a priori.

La prise en compte des variables endogènes conduit à une tarification a posteriori sera présentée lors du prochain cours.

Pour la tarification à priori, dès lors que l’on retient plusieurs critères de tarification possédant chacun plusieurs valeurs (ou modalités) possibles, il est impossible de faon pratique d’estimer séparément les primes pures de chaque sous-population obtenue par le croisement des différents critères 

Par exemple, en assurance automobile, s’il y a 10 zones géographiques, 5 classes de véhicules et 2 niveaux d’expérience du conducteurs, il y a : 10 * 5 * 2 = 100 tarifs à estimer. Certaines cases tarifaires n’auront que très peu d’effectifs, donc les primes pures obtenues à partir d’observations empiriques ne seront pas significatives.

Pour contourner cette difficulté, la technique usuelle consiste à cherche à modéliser l’influence de chaque critère de tarification, pris isolément.

Cette influence se traduit par un paramètre : il y aura autant de paramètres que de valeurs possibles des différents critères, soit dans notre exemple : 10 + 5 + 2  = 17.

La prime pure de chaque case tarifaire s’exprimera en fonction de ces paramètres : ainsi, de façon générale, pour calculer (N1 * N2 * N3 * … *Nk) primes pures, il suffira de déterminer (N1 + N2 + N3  … + Nk) paramètres.

On paramètrera séparément la fréquence et le coût moyen, plutôt que directement la prime pure.

Pour que l’influence de chacun des paramètres soit correctement estimer, il faut en pratique faire attention au problème de corrélation entre variables exogènes au sein de la population observée.

Les deux modélisations les plus simples et les plus intuitives sont :

· le modèle multiplicatif : lorsque tel critère prend telle valeur, la prime pure est rehaussée (ou abaissée) de x%.

· le modèle additif : lorsque tel critère prend telle valeur, la prime pure est rehaussée (ou abaissée) de x euros.

Exemple de cas pratique : construction d’une grille tarifaire à deux critères.

Soit une population segmentée selon deux critères : le sexe de l’assuré et le groupe de véhicules, avec trois groupes possibles. On cherche à déterminer le tarif à appliquer en utilisant ces deux critères de tarification, à partir des observation statistiques faites sur une année :

Les nombres d’assurés sont les suivants :

	
	Femmes
	Hommes

	Groupe 1
	400
	100

	Groupe 2
	250
	250

	Groupe 3
	100
	400


Les nombres de sinistres survenu sur une année sont les suivants :

	
	Femmes
	Hommes

	Groupe 1
	33
	13

	Groupe 2
	14
	23

	Groupe 3
	0
	28


Les charges estimées des sinistres survenus sont les suivantes :

	
	Femmes
	Hommes

	Groupe 1
	121 407
	42 056

	Groupe 2
	60 970
	84 019

	Groupe 3
	0
	114 884


Première approche : calculer, case par case la prime pure (rapport de la charge des sinistres sur le nombre d’assurés observés, qui s’écrit aussi comme le produit de la fréquence empirique par le coût moyen empirique). On obtient :

	Nombre d'assurés
	
	
	
	Prime pure empiriques
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	Femmes
	Hommes
	Ensemble
	
	
	Femmes
	Hommes
	Ensemble

	Groupe 1
	400
	100
	500
	
	Groupe 1
	304
	421
	327

	Groupe 2
	250
	250
	500
	
	Groupe 2
	244
	336
	290

	Groupe 3
	100
	400
	500
	
	Groupe 3
	0
	287
	230

	Ensemble
	750
	750
	1 500
	
	Ensemble
	243
	321
	282

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Nombre de sinistres
	
	
	
	Fréquence empirique
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	Femmes
	Hommes
	Ensemble
	
	
	Femmes
	Hommes
	Ensemble

	Groupe 1
	33
	13
	46
	
	Groupe 1
	8,25%
	13,00%
	9,20%

	Groupe 2
	14
	23
	37
	
	Groupe 2
	5,60%
	9,20%
	7,40%

	Groupe 3
	0
	28
	28
	
	Groupe 3
	0,00%
	7,00%
	5,60%

	Ensemble
	47
	64
	111
	
	Ensemble
	6,27%
	8,53%
	7,40%

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Charges estimées des sinistres
	
	
	Coût moyen empirique
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	Femmes
	Hommes
	Ensemble
	
	
	Femmes
	Hommes
	Ensemble

	Groupe 1
	121 407
	42 056
	163 463
	
	Groupe 1
	3 679
	3 235
	3 554

	Groupe 2
	60 970
	84 019
	144 989
	
	Groupe 2
	4 355
	3 653
	3 919

	Groupe 3
	0
	114 884
	114 884
	
	Groupe 3
	 
	4 103
	4 103

	Ensemble
	182 377
	240 959
	423 336
	
	Ensemble
	3 880
	3 765
	3 814


Cette méthode n’est pas satisfaisante, car les nombres d’observation de certaines cases sont insuffisants pour que les observations empiriques soient significatives (Par exemple, quel assureur couvrirait les femmes du groupe 3 en échange d’une prime nulle ?).

Deuxième approche (non satisfaisante) : tarification à critères fixés

Pour accroître le nombre de données, et réduire l’incidence des aléas statistiques, on effectue des « coupes transversales », en calculant les primes pures empiriques pour chaque valeur fixée de chaque critère.

Par rapport à la prime pure globale (282 euros), on obtient les écarts relatifs et absolus suivants.

	Ecarts relatifs et absolus par rapport à la prime pure d'ensemble

	
	
	
	
	
	

	
	Ecart relatif
	Ecart absolu
	
	
	

	Groupe 1
	15,84%
	45
	
	
	

	Groupe 2
	2,75%
	8
	
	
	

	Groupe 3
	-18,59%
	-52
	
	
	

	Femmes
	-13,84%
	-39
	
	
	

	Hommes
	13,84%
	39
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	On en déduit les grilles tarifaires suivantes :
	
	

	
	
	
	
	
	

	Grille fondée sur les écarts relatifs
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	Femmes
	Hommes
	
	
	

	Groupe 1
	282
	372
	
	
	

	Groupe 2
	250
	330
	
	
	

	Groupe 3
	198
	262
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	Grille fondée sur les écarts absolus
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	Femmes
	Hommes
	
	
	

	Groupe 1
	288
	366
	
	
	

	Groupe 2
	251
	329
	
	
	

	Groupe 3
	191
	269
	
	
	


Ces grilles tarifaires ne sont pas cohérentes avec les observations empiriques (la surprime masculine est insuffisante) :

· la prime pure demandée aux hommes est supérieure dans le premier cas de 32% (321 / 243-1 = 32%) à celle des femmes, alors que , case par case, elle est supérieure de 39% (groupe 1), 38% (groupe 2) et +l’infini (groupe 3).

· dans le second cas, la prime pure demandée aux hommes est supérieure de 78 euros (321-243) , alors que, case par case, les écarts sont de 117 (groupe 1), 92 (groupe 2) et 287 (groupe3)

Cette incohérence provient de la corrélation entre les variables : les femmes forment une part prépondérante (80%) des conductrices de véhicules du groupe 1, alors que les hommes sont majoritaires (80%) pour le groupe 3.

De ce fait, lorsque l’on observe la sous-population féminine, la charge moyenne par assuré obtenue ne reflète pas seulement ses caractéristiques propres, mais également celles propres aux véhicules du groupe 1.

Les véhicule du groupe 1 ayant une prime pure plus élevée que les véhicules des autres groupes, cette sur-représentation des véhicules au sein de la population féminine réduit la sous-sinistralité apparente des femmes par rapport aux hommes.

Cette approche n’est donc pas non plus satisfaisante.

Troisième approche : le modèle multiplicatif

Pour éliminer les corrélations entre variables, on définit une relation mathématique entre la fréquence (ou le coût moyen) et les valeurs prises par les critères de tarification.

Pour K critères, prenant chacun nk valeurs possibles, on a N = n1 + n2 + … + nk inconnues à déterminer.

Comme il y a  N = n1 * n2 * … * nk cases tarifaires, il est a priori impossible de trouver un modèle multiplicatif respectant les fréquences observée pour chaque case de la grille tarifaire.

Une méthode possible (dite méthode itérative des marges) consiste à fixer la valeur d’un critère, et à écrire que la fréquence empirique observée pour la sous population possédant cette valeur est égale à la fréquence moyenne découlant du modèle multiplicatif, appliqué à la population observée.

Cela s’écrit, pour les fréquences de la population féminine (en notant a1 : influence fréquence femmes, a2 : influence fréquence homme, b1 : influence fréquence groupe 1, b2 : influence fréquence groupe et b3 : influence fréquence groupe 3).

fréquence paramétré :

	
	Femmes
	Hommes

	Groupe 1
	a1*b1
	a2*b1

	Groupe 2
	a1*b2
	a2*b2

	Groupe 3
	a1*b3
	a2*b3


Les contraintes à respecter sont : l’application de ces fréquences aux sous populations observées doit donner les mêmes totaux, pour un critère fixé, que les fréquences d’ensemble observées pour ce critère.

Ainsi, pour les femmes (47 sinistres sur une population féminine de 750 personnes) :

47/ 750 = (a1*b1*400 + a1*b2*250 + a1*b3*100) / 750

ce qui se réécrit a1 = 47 / (b1*400 + b2*250 + b3*100)

de même, pour les hommes :

a2 = 64 / (b1*100 + b2*250 + b3*400)

et pour les groupes :

b1 = 46 / (a1*400 + a2*100)

b2 = 37 / (a1*250 + a2*250 )

b3 = 28 / (a1*100 + a2*400)

La méthode itérative consiste à partir de valeurs fixées pour une famille de paramètres, par exemple a1 = a2 = 1 (cas ou le critère femme / homme n’aurait aucune influence sur la sinistralité, donc sur la tarification).

D’en déduire b1, b2 et b3 (ici : 9,20%, 7,40% et 5,60%).

A partir de ces b1, b2 et b3 de recalculer a1 et a2 (ici : 0,772 et 1,277)

Puis, avec ces nouveaux a1 et a2 , de recalculer b1, b2 et b3 , ….

au bout de quelques itérations, les valeurs se stabilisent (convergent).

Ici : a1 = 0,71 a2 = 1,362, b1 = 10,95%, b2 = 7,14% et b3 = 4,55%

Ce qui donne la grille des fréquences suivantes :

	
	Femmes
	Hommes

	Groupe 1
	7,77%
	14,91%

	Groupe 2
	5,07%
	9,73%

	Groupe 3
	3,23%
	6,19%


Quatrième approche : le modèle additif

Il est identique dans son principe au modèle multiplicatif (d’autant que le passage de l’un à l’autre correspond à estimer des log de paramètres au lieu de paramètres, ou inversement des exponentielle de paramètres au lieu de paramètres).

La seule différence provient de l’écriture du modèle avec des plus (+) au lieu de fois (*) et de démarrer la méthode itérative avec des valeurs initiales à 0.

En pratique, le modèle multiplicatif est utilisé pour les fréquences et le modèle additif pour les coûts moyen.

a

Dans notre exemple, on écrit :

coût moyen paramétré :

	
	Femmes
	Hommes

	Groupe 1
	x1 + y1
	x2 + y1

	Groupe 2
	x1 + y2
	x2 + y2

	Groupe 3
	x1 + y3
	X2 + y3


Puis on écrit nos contraintes de charges totales : 

  pour la population féminine :182 377 / 47 = ((x1+y1)*33 + (x1+y2)*14 + (x1+y3)*0) / 47

ce qui se réécrit : 

(33+14+0) x1 = 182 377 – 33y1 – 14y2 –0y3

soit x1 = (182 377 –33y1 –14y2)/47

etc …

Et on démarre l’approche itérative en fixant certains paramètres (par exemple x1 = x2 = 0, vous pouvez vérifier que le classeur Excel qui accompagne ce cours, que les valeurs initiales importent peu, la méthode convergeant vite pour une grande plage de valeurs initiales.)

ce sui donne au bout de quelques itérations la grille des coût moyen suivante :

	
	Femmes
	Hommes

	Groupe 1
	3 714
	3 146

	Groupe 2
	4 272
	3 704

	Groupe 3
	4 671
	4 103


Soit un tableau des primes pures (par produit des deux grilles) :

	
	Femmes
	Hommes

	Groupe 1
	289
	469

	Groupe 2
	217
	360

	Groupe 3
	151
	254


ANNEXE – rappel de l’exemple du cours No 2

Pour tarifer a priori, il faut des critères permettant d’estimer le résultat probable des opérations. 

Exemple : Le chiffre d’affaires « réparation des bris de glace » a été de 1,25 Meuros pour un village comportant 1000 familles ayant toutes un véhicule, dont aucun n’est pour l’instant assuré. L’assureur A propose une garantie bris de glaces tarifée 1250 euros.

Il s’attend a priori à équilibrer son activité : recettes = 1000 x 1250 euros = 1,25 Meuros = dépenses.

En réalité, la moitié des assurés n’a pas de garage, et déclarent 4 fois plus de sinistres que les autres.

	
	Avec garage
	Sans garage
	Ensemble

	Nombre d’assurés
	500
	500
	1 000

	Coût
	250 000
	1 000 000
	1 250 000

	Coût par assuré
	500
	2 000
	1 250

	Prime
	1 250
	1 250
	1 250

	Résultat pour un assuré
	- 750
	+750
	0


Les assurés avec garage n’auront pas d’intérêt à s’assurer, au contraire de ceux sans garage. L’assureur « A » subit une antisélection par dissymétrie d’information.

Résultat probable : 500 x 1 250 – 1 000 000 = -250 000.

L’année suivante, l’assureur A différencie ses tarifs sur le critère Garage  et s’attend à atteindre l’équilibre.

Un assureur B constatant que les véhicules sans garage ont certes 4 x plus de sinistres en moyenne, mais sont également des véhicules de gamme inférieure pour lesquelles le coût des réparations est moins élevé. Il propose une garantie tarifée ainsi :

	
	Avec garage
	Sans garage
	Ensemble

	Nombre d’assurés
	500
	500
	1 000

	Fréquence
	0,5
	2
	1,25

	Coût par sinistre
	1 800
	800
	1 000

	Coût par assuré
	900
	1 600
	1 250

	Prime « B »
	900
	1 600
	

	Prime « A »
	500
	2 000
	


Les assurés sans garage vont s’assurer auprès de « B » et ceux avec garage auprès de « A » qui subit un phénomène d’antisélection dû à la 

Le résultat probable de « A » va être : 500 x 500 – 500 x 900 = -200 000.

En assurance non-vie, il est important d’avoir une bonne connaissance des risques individuels, c’est à dire une segmentation technique fine même si la segmentation commerciale finalement utilisée est plus simple.

Les critères sont nombreux : liés au type de garantie, à l’assuré, à la zone économique, …

Elle permet de constituer des ensembles de risques assez homogènes pour faire l’objet d’analyses statistiques.

� soit par dissymétrie d’information entre l’assureur et l’assuré, ce dernier ayant, hors cas des assurances obligatoires, l’option de ne pas s’assuré s’il considère le tarif qui lui est appliqué trop élevé , soit du fait de la diversité des segmentations tarifaires appliquées par les assureurs qui conduit, pour un même risque, à des prix proposés différents.





