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A- ELEMENTSDE STATISTIQUE DESCRIPTIVE

La plupart du temps les données se présentent sous laforme suivante : on arelevé p variables
numériques sur n individus.

Onnesintéresseici qu'aune variable X, appelée caractére, dont on possede n valeurs. La synthése
de ces données se fait sous forme de tableaux, de graphiques et de résumés numériques. C'est ce
que I’ on gppelle couramment la « Satistique descriptive ».

|- Tableaux statistiques et repr ésentations graphiques

|.1- Variables discrétes

Pour chague vaeur X delavariable, on note i [e nombre d’ occurrence (ou effectif) de x; dans
|’ échantillon, &ny = n, et fj lafréguence correspondante, fj = n/n.

L e tableau Setistique se présente sous laforme X n fi

Dans un graphique en bé&tons, on porte en ordonnée f; en fonction de %

x= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

|.2- Valeurs continues

On regroupe les valeurs en k classes d' extrémités e, e, ..., & €t I’on note pour chague classe [g.1,

g[ (d' amplitude hy) I’ effectif n et lafréquence f; aind que les fréquences cumulées F = é f, .

1=1

8-1 Fj-1

L e tableau Setistique se présente sous laforme n fi




Dansun higogramme, |e rectangle construit sur chagque classe a une surface égales ala fréquence
delaclase:

1 345678 10 14

I1- Résumés numériques
Des indicateurs synthétiques permettent de résumer une série de n observations x, X2, X3, ..., Xn.
On note F lafréquence cumulée.

[.1- Caractéristiques de tendance centrale

Lamédiane est lavadeur M tdle que F(M) = 0,5. Elle est déterminée par interpolation linéaire dans
le cas d'un nombre d observation paires ou dans le cas d' une répartition par classes.

La moyenne arithmétique notée X = lé X,
ni

Le mode et lavaeur la plus fréquente pour une distribution discrete ou la classe correspondant au
pic de I’ histogramme pour une varigble continue (sa détermination est donc malaisée puisgue
reposant sur le découpage en classes).

|.2- Caractéristiques de dispersion

L’ éendue ou intervale de variation est égal alXmax- Xmin|

L’intervdle interquartile est égal ajQs- Q1| ou F(Q1) = 0,25 et F(Q3) = 0,75

Lavariance s* = lé‘ (X, - X)* et|' écart types= «/s—2
Nz

x2 - %2

Les caculs sont smplifiés par I' utilisation delaformule s =

S|
Qo

1



B -ELEMENTSDE PROBABILITES

| - Quelques définitions

|.1- Définitions préliminaires

On parle d expérience ou d épreuve aéatoire lorsque I’ on ne peut pas prévoir al’ avance de résultat.
Il peut S agir d’ une expérience que I’ on peut répéter plusieurs fois dans les mémes conditions et qui

peut avoir des résultats différents (exemple : lancer de dé) ou d’ une expérience par nature unique
(exemple : observation de la durée de vie d’ un individu).

L’ ensemble des résultats d' une expérience déatoire et gppelé |’ univers des possibles ; il est
générdement noté W.

Un événement est une affirmation relative au résultat de I’ expérience déatoire. Par exemple, dansle
cas du lancer de dé, les propositions « le résultat du lancer de dé est 4 » ou « le résultat du lancer de
dé est supérieur a5 » condtituent chacune un événement possible.

Un événement peut ére considéré comme une partie de I’ ensemble W, ¢’ est-adire comme un
ensemble lui-méme. C' et pourquoi |”on utilise frégquemment les notations ensembligtes.

Deux événements A et B peuvent ére incompatibles: A C B = A&
A un événement A correspond un événement contraire noté A

|.2- Définition de la notion de probabilité

A chague événement A 1 W, on associe un nombre entre 0 et 1, noté P(A) et appelé probabilité de
I’événement A. 1l faut, de plus, que:

PW) =1
et P(A E B) = P(A) + P(B) pour tous événements A et B incompatibles.

Au delade cette définition mathématique peu « éclairante », on peut proposer trois approches de la
notion de probabilité.

La notion dassque (équiprobabilité des cas) :

Il s agit de compter tous les cas de figures oul I’ événement se produit et de le rapporter au nombre
total de cas envisagesbles.
nombre de cas favorables

Probahilité =
nombre total de cas




Cette notion est tres utile pour comprendre sur des exemples smples ce qu’ est une probabilité.

Lanotion expé&imentde :

Elle repose sur un théoréme que nous verrons plus tard (loi des grands nombres) : lorsqu’ une
expérience peut étre répétée une « infinité » de fois, la fréquence d’ un événement tend vers sa
probabilité. Autrement dit :
. nombr foisou I' évén li
Probabilité = limite ombre de foisou Ie e emgnta eu
grand nombre d'observations nombre total d'observations

Dansla plupart des problémes de la vie courante, la probabilité d un événement ne peut étre
déterminé par un dénombrement des cas ; d ou I'importance de la définition expérimentale (&t, plus
généradement, le développement de la gatistique).

L’ gpproche expérimentale permet de mieux comprendre la notion de probabilité : attachée aun
événement, elle n'aqu’ une vaeur de « prévison », fondée sur I’ éude de cas Smilaires.

Lanotion subjectivige::

Certains phénomenes déatoires ne se répétent jamais tout afait dans les mémes conditions
(exemple : évolution de la bourse). On peut étre amené aestimer de facon tout afait subjective des
« probabilités » d’' événements et essayer d' éablir des prévisons en fonction de ces probabilités
éabliesapriori.
[.3- Propriétés é émentaires
1) P@AH=0
2°)  P(A)=1-PA)
3°) PA)EPB)SAI B
4)  P(AEB)=PA)+P(B)-PA C B)
5°)  Théoréme des probabilités totaes :
S les événements B; sont incompatibles deux adeux et que E B; = W, on dit qu'ils forment
un « systeme complet d’ événements » e, quel que soit I’ événement A, on a:

PA)=3a PACB)
[l - Probabilités conditionnelles
On peut s intéresser ala probabilité de rédisation d un événement A sachant qu’ un événement B
est rédisé. On définit dors la probabilité de A sachant B, notée P (A/B) comme::
P(A CB)
P(B)

P (A/B) =

[1.1- Evénements indépendants

Deux événements sont dits indépendants S 1a connaissance de I’ un des événements ne changerien a
la probabilité de survenance de I’ autre événement.

Par exemple, soit une urne contenant 4 boules de couleurs différentes (bleu, jaune, rouge, noir).



S I’on effectue deux tirages successfs sansremisg, il semble intuitif que I’ événement « la

deuxieme boule tirée est rouge » n’est pas indépendant de I’ événement « la premiere boule tirée est
noire ». La connaissance du premier événement nous gpporte une information supplémentaire (la
boule rouge est encore dans I’ urne donc on peut encore I’ obtenir au deuxiémetirage) : le nombre
total de cas possibles n’est plusle méme que S nous N’ avions aucune information sur le résultat du
premier tirage.

En revanche, s I'on remet dans |’ urne la premiére boule tirée avant le second tirage (et qu'on
reméange les boules), aors les deux événements sont indépendants |’ un de | autre.

Mathématiquement, cette notion S exprime aing : un événement A est indépendant d’ un événement
B s laprobabilité de A sachant B est égale ala probabilité de A, soit :

P (A/B) = P(A)
On démontre dors facilement |e résultat trés important suivant :

S deux événements A et B sont indépendants, dors:

P(AetB)=PA C B)=FA). PB)

[1.2- Formules de Bayes

Les formules de Bayes seront utiles pour certains problémes d’ actuariat. Elles permettent de passer
de P(A/B) aP(B/A).

1% formule de Bayes::
rE/A) = PA L Ei.)P( B)
2°™ formule de Bayes :
S les événements B; sont incompatibles deux adeux et que E B = W, dors:
P(A/B,).P(B,)
A P(A/B,).P(B,)

k

P (Bi/A) =

1l - Variables aléatoiresrédles

On parle de variables aéatoires rédles quand les événements possibles (les « résultats » de
I expérience a éatoire) peuvent étre décrits par des nombres réels.

On Siintéressera adors alx événements écrits souslaforme: X =aotaestunréd et X et la
« Variable déatoire rédle » éudiée.

Exemple : tirage du loto, d'un dé, d’ une partie de pile ou face (en posant par exemple la convention
suivante : pile= 0, face = 1), &ge de déces d’ un assuré, montant d’ un sinistre dommage, etc.

Ondigingue:

- les variables déatoires discretes, qui prennent leurs vaeurs dans un nombre fini ou dénombrable
deréds;

- les variables déatoires continues, qui prennent leurs vaeurs dans un intervale continu de R.

[11.1- Quelques définitions
Fonction de répartition d’ une variable aéatoirerédle X




Cette fonction est d&finieang :
F (X) = P (X<x)

Lafonction de répartition permet de calculer smplement la probabilité de X danstout intervale. En
effet

P(a£ X<b)=F(b) - F(a
Densité de répartition d’ une variable aéatoire continue

Ladescription d’ une variable déatoire continue ne peut se faire sous laforme P(X=a) comme pour
les variables aéatoires discretes.

On introduit (lorsque ' est possible) la notion de « densité de probabilité » :
f(xX) = P (x < X < x+dx)/dx

ce qui permet, par intégration, d avoir P(a<X<b) = éf(x) dx =F(b) - F(a)
Ladensité de probahilité de X est la dérivée de safonction de répartition.

[11.2- Espérance
Pour une variable déatoire discréte, I’ espérance est définie par :

E(X) = a x P(X=x)

ensemble des x possibles

E(X) ale sens d’ une moyenne de toutes les valeurs possibles de X, pondérées par leur probabilité.
Intuitivement, ¢ est lamoyenne des valeurs que I’ on observe lorsque le nombre d observations
successves de X tend verslinfini.

Pour une variable continue de densité de probabilité f, on définit de méme :

E(X) = Ox. f(x). dx

R
Propriétés de |’ espérance
S aest une congante,
E@=a (événement certain)
EX+a) =E(X) + a
E(aX) =a E(X)

Soient deux variables dégatoires X et Y,
E(X+Y) = E(X) + E(Y)

S, deplus, X et'Y sont des variables indépendantes,
E(XY) = E(X). E(Y)

Théoreme de I’ espérance totale

S on note E(Y/X) lavariable déatoire qui prend pour vaeurs E(Y/X=x)= é y.P(Y =y / X=X) avec
y

les probabilités P(X=x), on a:
E[E(Y/X)]=E(Y)



I11.3- Variance
Lavariance est définie par :
V(X) = E [(X-E(X))’]

On vaoit dans cette définition que |’ on cherche amesurer « en moyenne » (en espérance), | écart de
lavariable déatoire aE(X). V(X) traduit ladisperson des résultats de X autour de la « moyenne ».

L’ écart type (noté s ) de X et laracine carrée delavariance V(X)
s = /V(X)

Propriétésdelavariance
Autre formule de lavariance : V(X) = E(X?) - (E(X))?
Inégdité de Bienaymé-Tchébychev :

P(|><-E(X)|>ks)<%

Cette inégalité est la premiére relation entre espérance et écart type qui permet d’ gpprecier la
disperson d' une variable déatoire.

Variance d une somme de variables aégtoire
- casgenérd :
V(X+Y)=V(X) +V(Y) +2cov (X,Y)
ou laquantité cov (X,Y), appelée covariance de X et de Y vaut : E(XY) - E(X). E(Y)
-9 X et Y sont indépendantes,
V(X+Y) =V(X) + V(Y)
Théoréme de la variance totde

S on note V(Y/X) lavariable aéstoire qui prend pour valeurs V(Y/X=x)= E[(Y-E(Y/X=X))? / X=X]
avec les probabilités P(X=x), on a:

V(Y) = E[V(Y/X)] + V[E(Y/X)]



C- EXEMPLESDE LOISDE PROBABILITESDISCRETES
| -LaLoi Binomiale

|.1- Loi de Bernoulli

On éudie la probahilité p de survenance d’ un événement A et celle de son contraire A |, de
probabilité 1-p. Tout naturelement on S intéresse dors ala fonction indicatrice de cet événement X,
vaiable déatoire tdle que:

X =14 I'événement A survient (probabilité p)
X =0 9non (probahilité 1-p).
On montre facilement que:
EX)=p
V(X)=p (1-p)

|.2- Epreuves n fois répétées, loi binomiale

On répete n fois | expérience déatoire précédente. Chague fais, I’ événement A a une probakilité p
de survenir. Laquestion est la suivarte : quelle est la probakilité que I événement A surviennent k
foislors de n répétitions de I’ expérience déatoire ?

On note X; lavaridble indicatrice de lai-éme expérience déatoire identique effectuée. On peut
considérer queles X (i variant de 1 an) sont indépendantes (par construction).

On éudie dorslavariable aéatoire X = é inzlx . correspondant au nombre de fois ou I’ événement A
peut survenir au cours de la répétition de n éoreuves déatoires identiques.
On montreque laloi de X est :

P(X=K)=C} p*(1-p)"
Deplus:
E(X)=np
Et V(X) =np(1-p) soitauss s = /np(1- p)

Dexcription delaloi binomide :

P (X=K) croit puis décroit quand k augmente.
Lavaleur laplus probable de k est lavaeur la plus proche de np.
Laloi binomide peut étre approximeée :

- par laloi de Poisson s p et petit (en pratique p<0,1) et n est assez grand (n>50), ou encore n.p <
10;

- par laloi de Gauss quand n devient grand (en pratique S n.p > 30).

Il - LaLoi dePoisson

Lavariable déatoire X, avaleurs dans N, suit une loi de Poisson de parametrel (notée P(1 )) s dle
vérifielaformule suivante :



PX=k)= e

On montre que :
EX) =1
V (X) =1
Propriété : addition de deux lois de Poisson indépendantes.

Soit X et X, deux variables déatoires indépendantes suivant respectivement leslois de Poisson
P(l 1) et P(l »), lavariable aéatoire X; + X, suit uneloi de poisson de paramétrel 1+ .

Laloi de Poisson et trés utile en actuariat dommage ains que dans tous les domaines ou il S agit de
modéliser le nombre de fois ou un événement (Sinistre en assurance) survient dans un intervale de
temps donné.

I1.1- Laloi de Poisson comme limite de lois binomiales

On montre qu’ une loi binomiade de parametres n et p peut ére gpprochée s n est grand et que
np ® | verslaloi de Poisson de paramétre | .

S I’on découpe un intervdle detemps T en n parties égdes (n grand) et que I’ on suppose que dans
chague petit intervale de temps aing obtenu un seul Snigtre ala possibilité de survenir, avec une
probabilité p, le nombre (aéatoire) de sinistres survenus dans la période de temps T est décrit par
uneloi binomide de parametres n et p.

S I’on affine le découpage, par exempleen n’ = 2n parties, il sembleintuitif que la probabilité de
survenance du snitre sur un intervale démentaire est divisée par 2 : p' = p/2. On remargque qu’ on
peut aind diviser « al’'infini » I'intervalle de temps T, tout en maintenant congtante la quantité np =
n'p ..=1 0 Laloi de Poisson décrit donc le « cas limite » suivant : e risque de survenance d' un
sinigre est le méme achague « ingant » (limite d' un petit intervalle de temps).

[1.2- Le processus de Poisson

Un processus de Poisson est défini par les hypotheses « naturelles » suivantes : on suppose que les
événements sont indépendants et que le nombre d’ événements survenant pendant une période T ne
dépend que de la durée de cette période (et non par exemple des dates de début et de fin de cette
période). On suppose enfin que le nombre moyen d' événements par unité de temps est constant, on
le note ¢ (« cadence » ou « intengité de fréquence » du processus).

Soit N le nombre aéatoire de sinistres se produisant dans la période de temps T, on montre que N
Uit uneloi de Poisson de paramétrel =c T. En particulier, E(N) =c T.
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D - LESLOISDE PROBABILITESCONTINUES
| - Généralités sur les variables aléatoires continues

|.1 - Densité de probabilité d’ une variable al éatoire continue

Une vaiable déatoire rédle et dire continue lorsgudle prend ses vaeurs dans un intervale
continu de R. La description d'une variable aéatoire continue X ne peut se faire, comme dans le cas
d une variable déatoire discréte, par la définition des probabilités P(X=x), car le nombre de vaeurs
possbles N'ext pas dénombrable : on ne peut définir que la probabilité pour que X se trouve «au
Vois'nage » dex.

On exprime cda en utilisant les notations mathémaiques infinitésmaes: dx désigne la longueur
dun intervale infiniment petit, au voisnage de x. Au lieu de probabilités individudles, on définit la
densité de probabilité de X: s f(x) e la dengté de probabilité au point x, la probabilité pour que
X s=dtueentre x et x+dx est égde a: f(x) * dx.

Par intégration, on obtient ensuite la probabilité pour que X se Situe entre deux pointsaet b :
P@a<X<b)y=of(x)* dx = F(b) - Fa),

ou F et lafonction de répartition de lavariable déatoire X :

F(X) = P(X <x)

La fonction de densté f et donc la dérivée de la fonction de répartition F: dans la pratique, on
cherchera souvent a déterminer la fonction de répartition de la variable déatoire, puis on obtiendra
la densité de probabilité en dérivant cette fonction de répartition.

|.2 - Espérance et variance d' une variable aléatoire continue

Définitions

Les grandeurs définies pour les variables déatoires discrétes ont leur andogue dans le cas de
vaiables déatoires continues: les probabilités individueles de rédistion de x: P(X=x) sont
smplement remplacées par des denstés de probabilité au voisnage de x: f(x)*dx, et les
sommations sont remplacées par des intégrales.

Le fat que f definisse une densité de probabilité se vérifie en caculant I'intégrae sur R f (x)* dx,
qui doit étre égale al, puisque la probabilité de I’ univers des possibles est égadle al.

L’ espérance d’' une variable aléatoir e continue de fonction de densité f se définit aing :

E(X) = o f(x)*dx

Lavariance se déinit comme : V(X) = E((X - E(X))?)

Comme pour une varigble discrete, I'écart type se définit smplement comme la racine carrée de la
variance.

Propriétés

Les propriétés de I'espérance et de la variance sont les mémes dans le cas continu que dans le cas
discret.

- S X e'Y sont deux variables a éatoires continues quelconques :
V(X) = E(X?) - E(X)?
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E(XX+Y) = E(X) + E(Y)

V(X+Y) = V(X) + V(Y) + 2* COV(X,Y) , ol COV(X,Y) = E(X*Y) - E(X)*E(Y)
- S X et'Y sont deux variables dégtoires continues indépendantes :

E(X*Y) = E(X) * E(Y)

V(X+Y) =V(X) + V(Y)

1.2 - Loi uniforme

Définition et principales propriétés

Soit a > 0. On définit la loi de probabilité uniforme sur I'intervalle [0 ; & par la densité de probabilité f
suivante :

f(x)=1/as x1 [0;d

f(x) =0 snon
Safonction de répartition s écrit F(x) = P(X <x) = )f (y)* dy
-¥

F(x)=0 six<0
F(x)=1 six>1

Fx)= (J/a*dx=x/a si0O<x<a
0

EXX)= (x/a*dx=[x/2a]i =al2
0

V(X) =E(X%) - EX)*= (%' /a*dx -&/4=[x/3a]d -&/4=&/3-a/4=a"/12

0
[1.3-Laloi exponentielle

Définition et principales propriétés

Laloi exponentielle de paramétre a est définie par la densité de probabilité suivante.
f(x)=a*exp (-a* x) pourxi ]O;+¥[ f(x) =0 snon

Pour que f(x) soit une densité de probakilité, il faut que

+¥

1= f ()*dx= cp*e™ *dx = [-exp(-ax) ] ¥
0
cequi estvra si et seulementsi a>0
Lafonction de répartition s écrit : F(x) = 1 - exp(-a*X)
+¥ +¥

E(X) = cp* x* e ¥ * dx = [-x*exp(-a*x)] ¥ - ¢y € “*dx (intégration par parties)
(02 o -0
0 0

E(X)=0- [Va* exp(-ax) ], =1/a
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V(X) = E(X?) - E(X)*

+¥
E(X?) = op* x> *e ¥ * dx = [-x*exp(-ax) 1 - () 2% x* e ¥ *dx =2a* E(X)
0 0

D’ou: V(X) = 2/& - 1/a = 1/a?
L’ écart type d’ une loi exponentielle est donc égal ason espérance, soit 1/a.

Loi de survie exponentielle

On sinté&resse ala fonction de survie d'un assuré: R(t) = P (X > t), ou X et la date déatoire de
décesdel’assuréett > 0.

On se propose de moddiser laloi de survie de I’ assuré par lafonction R(t) = exp(-c*t).

La probahilité (conditionndle) pour que I'assuré décede avant tp, sachant qu'il a vécu jusgu'at,
séuit: PX <t/ X > 1)

=PX <t e X > 1)/ P(X > 1) = (PX > t) - P(X > 1))/ P(X > 11) = (R(ta) - R(t2)) / R(ta)
S R(t) = exp(-c*t), dors: (R(t1) - R(t2)) / R(t2) = 1 - exp(-c* (t2-t1))

Dans cette moddisation, la probabilité de survie de t; at, ne dépend que de la longueur de
I"intervalle de temps entre t; et t,, indépendamment de I’age t; atteint : par exemple, la
probabilité de survie jusgu'a 80 ans d'un assuré &gé de 60 ans et la méme que la probabilité de
survie jusgu' 2100 ans d’ un assuré de 80 ans.

S on = place sur un intevdle de temps infinitéssma dt, on définit and le taux de mortalité
instantané al’ &get, noté nqt) :

(probabilité de déces entre t et t+dt) / (probabilité de survie jusqu’al’ &get) = nqt) * dt
Selon lamodéisation proposée, on a: nit) * dt = (exp(-c*t) - exp(-c* (t+dt))) / exp(-c*t)
En faisant tendre dt vers O et en dérivant, on obtient : m(t) = - (-c*(exp(-c*t))) / exp(-ct) = ¢

Le modée proposé correspond donc a un taux de mortalité constant quel que soit I'age : cda
nNet bien sr pas adgpté a la description de la mortaité humaine, le taux de mortaité éant en
rédité croissant avec I'&ge: pour une durée fixée, la probabilité de survie sur cette durée décroit
avec |’ &ge atteint.

[1.3—Laloi gamma

Définition et principales propriétés

Une varigble déatoire positive suit une loi gamma de paramétres (r,a), notée g(r,a), S sa dendté ext
delaforme:

fx)=a /G(r)* exp (-a*x) * X1 pourxT ]0;+¥[ a>0et rt 0

Q) et un facteur de normdisationintroduit pour que f(x) soit une densité de probabilité,
e of (x)*dx=1.

+¥

G = ¢ *y

0

On montre facilement, en effectuant une intégration par parties, que :
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+¥
G(r+1) = g’ *r*y"'*dy=r* G(r)
0
+¥
Et comme G(1) =g’ * dx= [-exp(-y)],’ = 1, on a de fagon générde: G(r) = (r-1)! pour tout r
0
entier  strictement  pogtif, ce qui explique que cette fonction soit égdement gopelée fonction
fectoridle,

+¥ +¥

E(X) = (o' /Gr)* e ™ *x *dx = ¢g”¥ /Gr)* y' *dy/a = Gr+1) / (& Q1))
0 0

(changement de variabley = a*x)

E(X)=r/a

Y +¥
V(X)= Cp'/G(r)* e *x ™ *dx - ¥l = g’ IQ(r)*y " *dy/a® - rl&
0

0
V(X) = Gr+2) | (&* Q1)) - Pl = r*(r+1)/a - r’lef
V(X)=r/a
Remarqgue : lorsquer = 1, ladensté delaloi gammas écrit :
fx) =a* exp (-a*x) pourx1 ]0;+¥[ aveca>0
Onretrouve la loi exponentielle, qui est un cas particulier deloi gamma, avec un parametrer
égal al.
[1.4-Laloi dePareto

Définition et principales propriétés

La loi de Pareto est notamment utilisée en actuariat de la réassurance : dle permet de décrire une
partie de la digribution d'une variable déetoire continue, par exemple la patie excédant une
certaine vaeur (priorité d'un traité de réassurance XL, la varigble déatoire représentant dors le
colt du sinigtre).

Uneloi de Pareto est définie par lafonction de répartition suivante :
F(X)=1-(Xo/X)® pourxT [xo;+¥[ (avec a>0 etxo>0)
Lafonction de densité de probabilité f est [a dérivée de lafonction de répartition F :
f(X) = (-@) * (-o/ X) * (Xo/ X)* T =a* xo®* x*!

+¥

E(X) = (p* X3 * X **dx :onsatquecetteintegre convergesi et seulement sia>1

L’ espérance d une variable aéatoire suivant une loi de Pareto n'est définieques a> 1
Danscecas: E(X) =a* x°/ (1-a) * [x"¥];, =a/(a-1)* Xo

+¥
E(X?) = oM xo"* x"2*dx :onsat que cetteintégrale converge si et seulement si a> 2

Xo
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Lavariance d une variable déetoire suivant une loi de Pareto n'est définieque s a> 2
Danscecas: E(X?) =a* x/ (2-8) * X, =al(&2)* x°

Dol : V(X) = E(X?) - E(X)? = (a/ (&2) - &/ (1)) * xo°

V(X)

_ a
(a- 9*(@-1°

2

* %

Loi de Pareto et loi conditionnelle

Soit X variable déatoire suivant une loi de Pareto dont la fonction de répartition est donnée par :
FO)=1-(x/X)? pourxi [x;+¥[ (avec a>0)

On sintéresse alaloi conditionnelle de X sachant X > M.

PX>X/X>M)=PX>xet X>M)/P(X>M)

- SXEM: PX>xet X >M)=PX >M) e laprobabilité conditionndlle vaut 1

S Xx>M: PX>xetX>M)=P(X>x)=1-F(X)=(X/X)? car x>Xo
PX>M)=1-FM)=(X/M)? car M >xo

D'oli: PX>x/X>M)=(Xo/X)?/ (Xo/ M)?=(M [ x)?

Onendéduitque: F(x/X>M)=PX <x/X>M)=1- (M/x)%pourx1 [M;+¥[ e Osnon.

S X guit une loi de Pareto de parametres a et %, laloi conditionnelle de X sachant que X > M (ou
M > xo) et uneloi de Pareto, de parametresaet M qui n'est définieques a>1,.

Danscecas:E(X/X>M)=a/(a1l)* M

Lien entre loi de Pareto et loi exponentielle

Soit X variable déatoire suivant une loi de Pareto dont la fonction de répartition est donnée par :
FX)=1- (/X2 pourx1 [x;+¥[ (avec a>0)

On congdere lavariable déatoire Y =In (X / Xp).

Ladensité de probabilité delaloi de X est: f(x) = a* xo?* x*!

OnposeY =1In (X / x), & on gppelle g lafonction de densité de laloi suiviepar Y.

X variant sur [%o; +¥[, Y vaiesur [0; +¥[

Le changement de variable s écrit : X =X * exp(y)

On doit avoir : gy) * dy = f(x) * dx = f(xo*exp(y)) * Xo*exp(y)*dy = ax™ (xo*exp(y)) ™" *
Xo* exp(y)* dy

D’ou:g(y) =a* exp(y)®=a* exp(-a*y)

Lavarigble déatoire Y suit donc une loi exponentielle, de paramétre a.

Y, contrairement a X, possede une espérance et une variance quele que soit la vaeur de a > 0
(égales respectivement al/aet 1/&f).

Pour esimer le parametre a on utilisera le résultat précédent, en travaillant sur les vaeurs des
logarithmes des observations de X, varidble qui en réassurance non-vie, correspondra genéralement
au coltt des sinistres
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[1.5—-Laloi normale ou de L aplace-Gauss
Laloi normae joue un réle fondamentae en théorie des datistiques.

Définition et principales propriétés

Une vaiable déatoire suit une loi normale ou de Laplace-Gauss de paramétres m et s 9§ sa
dengté de probabilité est donnée par laformule :
1 - (x- m)?
() = — =" exp(———
S’\% 2s?

On noteracetteloi :N (m; s)

)  pourtoutx] R

+¥
E(X)=1/(sv/2p)* ¢yre /=" * dx
-¥
En effectuant le changement de variable y = (x-m)/s , on obtient :
+¥
E(X)=1/(s/2p)* s *y+m* eV /2 xg* dy
-¥

+¥
N -

B = (5 1NZP ) * Qe rdy +(m/3p)* ¢y
-¥ -y
La fonction y*exp(-y?/2) est anti-symétrique par rapport a0 (f(-y) = -f(y) pour tout réd y), donc son
intégrde cdculée sur ]-¥ ; +¥[ et égde aO : le premier terme disparait.
Par dlleurs, on doit avair : ¢)f (x)*dx =1, cequi s écrit : +(¥‘)9' Oem?2s® % gy = g% \fop
¥
ou encore, gores le changement devariable :y=(x - m)/s (dx =s*dy)

+¥

(‘?-YZ/Z*S*dy:S* JE

+¥
soit (‘je‘yz’z*dy =Jp

Y
La fonction exp(-y*/2) est symétrique par rapport a0, donc son intégrale caculée sur }¥ ; +¥[ est
égde au double de son intégrde caculée sur |0 ; +¥].

+¥

N\ -

Dou: cp Y12 % dy = Vp/2, quel’ on remplace dans le second terme de |’ expression de E(X).

0

cequi donne E(X) =m
+¥

V(X) = E((X-m)?) =1/ (s ¥2p ) * (Y- m)* xe o> x ik
-¥

En effectuant de nouveau le changement de variable y = (x-m)/s, on obtient :

+¥
V(X)=1/(sv2p)* gp2*y**e¥ " *s*dy

¥
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nv; w
V(X)=s2/2p * 2 e 2xdy =s2*2/p * Qy* *e? P dy
-¥ 0
+¥
V(X) =5 *2/p * - y)* (- yre ") dy
0
+¥
Enintégrant par parties: V(X) =s®*~/2/p * ([-y* exp(-y2)]3* - ¢y €”'** dy)
0

+¥ +¥
V(X)=s2*2/p * g¥**dy =s? puisque g’ *dy = p/2
0 0

Uneloi normale N(m, s ) a pour espérance m et pour variance s (donc pour écart type s).

La loi normale centrée réduite
On a souvent utilisé le changement de variabley = (x-m) / s

S X auit laloi normde N(m,s), dorslavariable Y = (X-m) / s suit la loi N(0,1), dite loi normale
centréeréduite.

En effet, 5 on note g lafonction de densitéde Y, ona:
gy)*dy = f(x)*dx =1/ (s V2p ) * exp (-y*/2) * s * dy
g(y) = U~/2p * exp (-y?/2) , ce qui correspond bien ala densité delaloi N(0,1).

Somme de deux lois normales

On ala propriété importante suivante (conservation du caractere « norma » par addition).

S X @ Y sont deux varidbles adéatoires indépendantes suivant respectivement les lois normaes
N(my, s1) et N(mp, S»), dorslavariableZ = X +Y auit laloi normale N (mp+m; , 1/312 +322 ).

Lien entreloi normale et loi gamma

Soit X une varigble déatoire rédle suivant laloi normaeN (0; s).
On s intéresse ala variable déatoire Y = X2,

On g, en notant f et g lesdenstésdesvaridbles X et Y :

x = yY? et dx = 1/2*y U2+ dy

La probabilité pour Y d'ére au voisnage de y est égade au double de la probabilité de X d ére au
voisnage de x = y/? car la fonction carré est symétrique et car la densité de la loiN (0; s) est
égdement symétrique par rapport ao.

D’ Ou g(y)*dy = Z*f(x)*dx - f(y]JZ)*y-l/Z* dy
1 * -_yz *x \,-1/2
e
sv2p y

Ennotatt :a=1/2s? et r=1/2

aly) =
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1 _
oly) =a’?* Tp* exp (-a*y) * y'*

11

Cequi est lafonction de denstédelaloi gamma : g(2 5

)

On a (facteur de normdisation) :

G(/2) = Jp

1.6 - Laloi log-normale

Définition et principales propriétés

Soit Y une varidble aégtoire rédle dtrictement postive.

Ondit que Y suit uneloi log-normales lavariable X = In(Y) suit uneloi normale.
S X =In(Y) auit laloi normde N(m,s), dors:
x=In(y)doncona:dx=dy/y

Ona: f(y)*dy = g(x)*dx , ou g(X) est ladensité delaloi normae N(m,s).
Donc : f(y)*dy = /(s V20 ) * exp (-(ny)-m)*/ (2*s2)) * dyly

Dol: f(y) =1/ (y*s +/2p ) * exp (- (Iny)-m)*/ (25 %)

+¥
E(Y) = oy* f(y)*dy=1/(s~2p)* ¢g ™ ™"> *dy
0

On procede au changement de variable : x = (In(y) —m) /s équivdent a: y = exp(s *x+m)

+¥ +¥
E(Y)=U+2p * gg¥2x e ™ dx = UN2p * o2 dx
-¥ -¥
+¥
E(Y) = U+/2p * ¢ 92 % dx* exp(m +s2/2)
B

+¥
E(Y)=1U2p * ¢g¥'2* dy* exp(m +s°/2)
-¥
E(Y) = exp(m + s %/2)
E(Y?) = U2 * oy e gy
0
On procéde de nouveau au changement de variable : x = a*In(y) + b
+¥ +¥
E(YZ) — 1/_\/% * @ X212 *ez*s*x+2*m* dX — 1/@ * @ X2 12+25x+2m *dX
-¥ -¥

+¥
E(YZ) — 1/_\/5 * c‘?-(x—2$)2/2* dx* exp(zm + 282) — exp(2m + 282)

-¥

Donc : V(Y) = E(Y?) - E(Y)? = exp(2m + 252) - exp(2m + s2)
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V(Y) =exp(2m + %) * (exp(s *) - 1)

Dans le cas paticulier oum = 0 et s = 1, c'est-adire 5 In(Y) suit la loi normae centrée réduite, on
a:

E(Y) = exp(U2) = e
V(Y)=e* (e-1)
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E-LOI DESGRANDSNOMBRESET THEOREME DE LA LIMITE CENTRALE

L’'idée directrice de ce chapitre est la suivante: on consgdére une variable déatoire X, et on
sintéresse a des observations X; de X ; quele que soit la loi de X, la moyenne des X; (pour i
compris entre 1 et n), notée M,, ou la somme des X, notée S,, ont certaines propriétés lorsque n est
auffisamment « grand » : on parle de propriétés asymptotiques.

Ces propriétés se traduisent par les deux théorémes fondamentaux connus sous les dénominations
suivantes: laloi des grands nombres et |e théoréme de la limite centrde.
| - Laloi desgrands nombres

I.1- Laloi faible des grands nombres

On s intéresse au comportement asymptotique (¢’ ext-adire lorsque n tend vers +¥) des sommes:
Sh= Xg+ X+ ...+ X,

Ou les X; sont des variables déatoires rédles indépendantes équidistribuées.

On note E(X) et V(X) I'espérance et la variance de la loi commune a ces n variables déatoires, et
on suppose que V(X) et finie.

Onsat que E(S)) =n* E(X) (linéarité de I’ espérance)

Et queVar(S,) = Var(Xq) + Var(Xz) + ... + Var(Xp) = n* V(X) (indépendance des X;)
En appdant M, =S,/ n lamoyennedes X, ona:

E(Mp) = E(X)

Var(My) =Var(S,/n) =n*V(X) /it =V(X)/n

Par conségquent, la variable aéatoire moyenne M, a la méme espérance que les X, mais possede une
variance inférieure, qui tend vers 0 lorsque n tend vers +¥ .

Cdasécrit :

E[(Mn- E(X))?] =Va(My)=V(X)/n® 0 lorsquen® +¥

On dit que M , conver ge vers E(X) en moyenne quadratique.

En appliquant I'inégdlité de Bienaymé-Chebyshev, dont laformulation générde et :
PL|Y-EY)|>a*s (Y)] < 1/& poura>0

Onobtient avecY =Mpeta=e/s (My), ou e est un réd pogtif arbitrairement petit :
P[|Mn-EX)|>e]< VaMy)/e*=V(X)/(n*e*) ® 0 lorsquen ® +¥

Autrement dit, pour tout a et tout e arbitrarement petits, il existe un N tel que pour tout n Supérieur
aN, laprobahilité pour que M, S écarte de E(X) de plus de e soit inférieure aa.

Ce réaultat condtitue la loi faible des grands nombres.

|.2 - Laloi forte des grands nombres
Laloi forte des grands nombres s exprime ang :

Pour toute suite (X;) de variables aéatoires rédles indépendantes et équidistribuées, d espérance
E(X) finie :

P(Un*(X1+Xo+ ...+ X,)® E(X) lorsquen ® +¥ )=1
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On dit que M , conver ge vers E(X) avec une probabilité égale a 1.

Mathématiquement, ce réaultat est beaucoup plus fort que le premier (& plus difficile adémontrer,
faisant intervenir lathéorie de lamesure de Lebesgue et |e théoréme de Bord- Cantelli).

Dans la pratique, il suffit de retenir que la moyenne des X tend vers E(X) lorsque n tend vers +¢, la
loi forte gjoutant que cette convergence alieu « presque partout » dans |’ univers des possibles.

La seconde grande loi datitique vise a décrire a quelle vitesse cette convergence a lieu: c'est la
théoreme de lalimite centrae, parfois appel é théoréme centra-limite.
Il - Lethéoremedelalimite centrale ou « central-limite »

[1.1 - Formulation du théoreme

On reprend les hypothéses précédentes: on conddére une suite (X;) de varigbles aéatoires rédles
indépendantes  équidistribuées, d'espérance E(X), d'écart type fini s(X). On désigne pa S, la
variable déatoire somme de n vaiabdles X; et par M, la vaiable déatoire moyenne de n variables
Xi.

La question se pose de savoir «a qudle vitesse» M, converge vers E(X). Le théoréme centra-

limite gpporte une réponse, en décrivant comment se comporte asymptotiquement I écart entre M,
et E(X) : pour n « grand », cet écart st gpproximativement une loi normale centrée.

Lethéoréme delalimite centrde s énonce aing :

Leslois de probabilités des variables d éatoires (moyennes partielles normali sées)

Jn* (Ma - E(X) /s (X)

convergent lorsque n tend vers +¥ verslaloi normale centréeréduite N (0;1).

Ce qui sgnifie que pour n «assez grand », laloi de JIn* My - E(X)) / s(X) «ressemble » auneloi
gaussenne centrée réduite.

On peut également écrire le théoréme centra-limite ang :

(Sh-EX)/ (Vn*s (X)) ® N(0:1)

Remargue : ce théoréme est encore valable lorsque X;, X, ... X, ne suivent pas toutes laméme loi, si certaines conditions sur les s; =
s(X;) sont respectées (par exemple, si les s sont bornées). Le théoréme s écrit alors:

Xit Xot oot X = [EXMHEX)+ ... +E(X)] ® N (0,1)
h*s

ol: s?=s2+82+...+5,2

1.2 - Application a laloi binomiale

S B, st une loi binomide de parametres (n, p), B, et la somme de n variables adéatoires
indépendantes X; suivant toutes laloi de Bernoulli de parameétre p.

Comme E(X) = p et V(X) = p*(1-p), e théoreme centrd-limite (seconde formulation) indique que :

(Bn—n*p)/ /n* p*(1- p) ® N(0;1)
Cela permet d approcher laloi binomide B(n; p) par laloi normadeN(n*p; +/n* p* (1- p))
D’ ol laformule de cacul gpproché d’ une probakilité de rédisation delaloi binomide :

PBn =x) » P[x-1U2 < n*p+n*p*1- p)* U < x+12]
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ou U suit une loi normale centrée réduite.

1 * 1 *
X-=-n*p X+=-n*p
PB, =Xx) » P [ —2 <U< Z

\/n* p*(A- p) n* p* (- p) !

La probabilité pour que U se trouve dans I'intervdle ci-dessus s obtient ensuite a partir d'une table
de la loi normale : cdle-ci donne, pour x compris entre 0,00 et, souvent, 2,99, la fonction de
répartition F(x) (C'ext-adire la probabilité pour qu’ une variable aéatoire suivant la normae centrée
réduite prenne une vaeur inférieure ax).

Ona:P[x<U<x]=Fx)-F(x)

S x; ou X» et négaif, on utilisra la rdation: F(X) = 1 - F(-X) pour se ramener a des vaeurs
figurant danslatable.

I1.3 - Généralisation : application pratique du théoreme a une loi quelcongue

Plus générdement, le principe d gpplication pratique du théoreme centra-limite sera le méme que
pour le cas particulier delaloi binomide.

Etant donnée une suite (X;) de variables rédles aéatoires rédles indépendantes, suivant une méme
loi d'espérance E(X) et d écart type s(X), la loi de la variable déatoire somme patiele § = X; +
X2 + ... + X, pourra étre gpprochée, pour les vaeurs dlevées den, par laloi normae :

LoideS, » N(MEX): J/n*s (X))

De méme, la loi de la varigble déatoire moyenne partidle M, = (X1 + Xz + ... + X, ) / n pourra étre
approchée, pour les vaeurs devées de n, par laloi normale :

LoideMn, » N(EX):sX)/J/n)

Remargue : on ne peut pas dre de fagon rigoureuse gue les lois des S, et des M, tendent vers une
loi normae, car la loi normde approchée dépend de n: ce nest quaprés normalisation
(soudraction de n*E(X) puis divison par«/ﬁ *s(X) pour la somme, soustraction de E(X) puis

multiplication pa«/ﬁ /s (X) pour la moyenne) que I'on obtient une suite de lois tendant vers une loi
normale unique, laloi centrée réduite de Laplace- Gauss.

Pour n devé, on auradors|’ goproximation suivante :

S, - n* E(X) _ M, - E(X) . ]
sy ] P[xi<+n T el » Foe)- Fox)

Ou F et la fonction de répartition de la loi normae centrée réduite, donnée par la table de Laplace-
Gauss.

P[X1<

Dans la pratique, on souhaitera souvent obtenir un intervalle de confiance pour la moyenne My,
intervalle centré autour de I’ espérance E(X).

On chercherapar exemple A td que : P[ -A <M, - E(X) <A] =95%

On devradonc avoir :
A K ‘/ﬁ * Mn'E(X) * '\/ﬁ — QKO
PLAT S0 < ( so) "M s 1T

22



F(A *ﬂ) - F(-A *ﬂ) = 95%
s(X) s(X)
(ou F est lafonction de répartition de laloi normale centrée réduite)

Cette équation donne :

Jn

2+ F(A* ). 1=05%
s(X)

.
s(X)

On lit dors dans la table de Laplace-Gauss la valeur de x donnant une répartition de 97,5% (C'est : X
=1,96), et on en déduit lavaeur de A.

Le probléme pourra ére posé différemment : A sera donné et on cherchera a partir de quelle vaeur
de n l'intervdle [-A; A] est un intervale de confiance a 95% (ou 99%, ou 99,9%, etc...) pour
I’ écart entre lamoyenne M, et I’ espérance E(X).

FA ) = 97,5%
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