CNAM 2003-2004

Mathématiques actuarielles fondamentales (assurance non vie)

Examen du 21 juin 2004 - 18h15 – 20h15

(Tous documents autorisés)

Les exercices sont indépendants.

Exercice 1

Un réassureur couvre un portefeuille de risques pour lesquels la statistiques des sinistres est, pour 10000 risques couverts, est présentée dans le tableau ci-dessous.

Il a des frais de gestions de 10% des primes pures et accorde une commission de réassurance de 25%.

	Tranche
	Nombre de sinistres
	Coût total de la tranche

	De 0 à 2 000
	107
	107 428

	2 000 à 5 000
	143
	500 998

	5 000 à 10 000
	194
	1 462 686

	10 000 à 20 000
	269
	3 995 943

	20 000 à 30 000
	163
	4 085 405

	30 000 à 40 000
	99
	3 485 822

	40 000 à 50 000
	60
	2 725 579

	50 000 à 60 000
	37
	2 023 932

	60 000 à 70 000
	22
	1 452 470

	70 000 à 80 000
	13
	1 017 371

	plus de 80 000
	21
	1 704 272

	Total
	1 128
	22 561 906


1° : Quelle est la prime pure pour une couverture en excédent de sinistres au delà  d’une priorité de 10000 ?

En ajoutant une colonne des coûts totaux après cession : nouveau coût total = 14 675 334. Soit une prime pure de 1 467,53

2° : Quelle est la prime commerciale d’équilibre pour un contrat ?

Frais de gestion (10%) : 146,75. Soit un besoin avec frais de 1 614,29

Divisé par 75% (25% de commission de réassurance) -> prime d’équilibre = 2 152,38

Exercice 2

Un risque X est caractérisé par une fréquence poissonnienne  et par une distribution des montants de sinistres Y telle que :

F(Y) = P(Y<=y) = 0 pour y <= S et P(Y<=y) = 1 – e-(y-S) pour y > S, où  est un paramètre positif.

1° Déterminer en fonction de  et de S les expressions de E(Y), Var(Y).

Application numérique : calculer les paramètres  et S pour que E(Y) = 2500 € et que y = 2 000 €.

Intéressons nous à la variable Z = Y – S

Sa distribution est P(Z <= y) = 1-e- ou encore F(Z) = e-.

C’est la fonction de répartition d’une loi exponentielle, d’où E(Z) = 1/ et Var(Z) = 1/²

On en déduit E(Y) = S + 1/ et Var(Y) = 1/²

Application numérique : y = 2000 = 1/ =>  = 5.10-4 d’où S = E(Y)-1/ = 500

2° Quelle est la variance du résultat pour un contrat ?

Modèle fréquence coût moyen :

Var(X) = E(Freq).Var(CM)+V(Freq).E(CM)²

            = [1/² +(S+1/)²]

Application numérique = 2%.[2000²+2500²] = 205 000

3° Un réassureur prend en charge les excédents de sinistres au delà d’une priorité  M > S.

Exprimez la prime pure de réassurance en fonction de , , S et M.

Notons Pr la prime pure de réassurance.

Pr = .[intégrale de M à +infini] (y-M)..e-(y-S)dy

     = . e-(M-S).[intégrale de M à +infini] (y-M)..e-(y-M)dy

en posant u = y-M, l’intégrale devient : [intégrale de 0 à +infini] u..e-du = 1/
d’où : Pr = (/).e-(M-S)
Par le changement de variable u = y-M la dernière intégrale vaut 1/ et ainsi

 Pr = (/).e-(M-S)
Exercice 3

Un ensemble homogène de risques indépendants présente les caractéristiques suivantes :

Pour le risque n° i, le nombre annuel de sinistres est régi par un processus de poisson de paramètre i
Le montant d’un sinistre Y est tel que E(Y) = m1 et E(Y²) = m2
1° Montrez que pour l’ensemble des risques, la somme des primes pures est de la forme U = A.m1 et la variance de la charge annuelle des sinistres est de la forme T² = A.m2
Pi = i . m1 => U =  Pi = A.m1 avec A = i

de même : T² = i² = i . m2 = A m2
2° Un assureur gère deux catégories différentes de risques homogènes, qui présentent ces caractéristiques. On donne :


Catégorie 1 : m1 = 1 000 €, m2 = 36x106 €², U = 24x106 €


Catégorie 2 : m1 = 30 000 €, m2 = 1x1010 €², U = 16x106 €

Déterminer, pour chaque catégorie, la variance T² de la charge annuelle de sinistres.

A = U/m1 d’où T² = Um2/m1 => T1² = 8,64.1011 €² et T2² = 5,33.1012 €²

3° L’assureur envisage une réassurance en quote-part dans les conditions suivantes :

· conservation d’une fraction 1 des primes et des sinistres pour la catégorie 1 et d’une fraction 2 pour la catégorie 2.

· le réassureur verse une commission de gestion telle que après réassurance et paiement des frais de gestion, l’assureur dispose d’un chargement résiduel de 7% des primes pures conservées.

· il dispose d’une marge de K = 2 millions d’euros.

Déterminer 1 et 2 de telle sorte que le coefficient de sécurité  soit égal à 4 et l’espérance de résultat total soit 1,758x106 €.

 = (K + E(résultat)) / écart type du résultat

Ici, K = 2 x 106 euros et E(Résultat) = 1,758 x 106 euros

· écart type du résultat = 3,758/4 = 0,9395 x 106 euros

· variance du résultat = 0,8826 x 1012 euros

Par ailleurs, les primes pures conservées valent :

1U1 + 2U2 = (241 + 162).106 €

Le bénéfice conservé est alors : Z = 7%.(241 + 162).106 € = 1,758x106 €

ou encore, 1,681 + 1,122 = 1,758

soit  2 = 1,5696 – 1,51
D’autre part, T² = 1²T1²+ 2²T2² = (0,8641²+ 5,332²)x1012 €

ou encore, 0,8641²+ 5,332² = 0,8826

En remplaçant 2 par son expression en fonction de 1 on obtient une équation du second degré en 1 :

0,864² + 5,33.[2,4636 – 4,7088 + 2,25²] = 0,8826

12,8565² - 25,0979 + 12,2486 = 0

Le déterminant est quasi nul (mais > 0) et les deux solutions sont quasi identiques :

1 = 97,63% et 2 = 10,54%

Exercice 4

A la fin de l’année, les évaluations dossier par dossier effectuées par les gestionnaires de sinistres conduisent aux évaluation de provisions présentées dans le tableau ci-après (les montants sont en milliers) :

	
	Exercice de survenance

	
	2001
	2002
	2003

	Paiements effectués en 2001
	51 480
	
	

	Paiements effectués en 2002
	40 060
	54 751
	

	Paiements effectués en 2003
	9 740
	39 605
	55 855

	Provisions fin 2003 dossier par dossier
	0
	13 000
	39 000

	Nombre de sinistres
	21 255
	20 859
	19 960

	Primes acquises de l’exercice
	134 500
	130 345
	128 100


1) La méthode des cadences de règlements vous conduit-elle à préconiser la comptabilisation d’une provision d’un montant différent ?

Réécrivons les paiements sous forme de triangle de paiements cumulés, puis appliquons la méthode des cadences : 

	
	Bilan 1
	Bilan 2
	Bilan 3
	Ultime
	Provisions cadences

	2001
	51 480
	91 540
	101 280
	101 280
	0

	2002
	54 751
	94 356
	104 396
	104 396
	10 040

	2003
	55 855
	97 742
	108 142
	108 142
	52 287

	Total
	
	
	
	
	62 326

	Coefficients de passage
	
	175,0%
	110,6%
	
	

	Produit des coefficients
	
	175,0%
	193,6%
	
	

	Proportion payée
	51,6%
	90,4%
	100,0%
	
	

	Proportion annuelle
	51,6%
	38,7%
	9,6%
	
	

	Reste à payer
	48,4%
	9,6%
	
	
	


Avec la méthode des cadences, les provisions seraient inférieure de 2 960 pour l’année 2002 et supérieure de 13 287 pour l’année 2003, soit globalement supérieures de 10 326. 

2) En retenant 80% comme taux de S/P attendu, la méthode de Bornhuetter-Ferguson vous conduit-elle à préconiser la comptabilisation d’une provision différente ?

Avec la méthode Bornhuetter-Ferguson, la provision à constituer pour l’exercice 2002 est : primes x S/P attendu x proportion non réglée = 130 345 x 80% x 9,6% = 10 028

Et pour 2003 : 128 100 x 80% x 48,4% = 49549

La aussi, la provision totale est supérieure (de 7 577) à celle provenant des évaluations dossier-dossier

3) Les statistiques de marché font ressortir une augmentation annuelle des coûts moyens de 5%. Quelles conclusions tirez-vous de cette observation ?

Le coût moyen de l’année 2001 est : 101 280 000/ 21 255  = 4 764

Le taux de progression est de 5%, soit un coût moyen 2002 de 5 003 puis un coût moyen 2003 de 5 253.

En multipliant par les nombres de sinistres, et en déduisant les paiements déjà effectués, on trouve : provision 2002 = 10 007 et provision 2003 = 49 003, soit au total 59 010, soit 7 010 de plus que les évaluations initiales.

4) Au total, quel montant de provision conviendrait-il de comptabiliser ?

