CNAM 2003-2004

Mathématiques actuarielles fondamentales (assurance non vie)

Examen du 7 septembre 2004 - 18h15 – 20h45

(Tous documents autorisés)

Les exercices sont indépendants.

Exercice 1

· Une compagnie d’assurance a arrêté ses comptes à la fin de l’année 2003 dans les conditions suivantes :

· son activité lui a permis d’encaisser 532 M€ de primes

· elle a dépensé 200 M€ en frais de gestion

· elle a réglé des sinistres, ou provisionné des règlement futurs (variation des PSAP) pour un montant total de 400 M€

Par ailleurs, la provision pour primes non acquises (PPNA) en fin d’année est de 183 M€, montant identique à celui à la fin de l’année 2002. La provision pour sinistres à payer (PSAP) est de 490 M€ et tient compte d’un mali de liquidation de 10 M€ au titre des exercices antérieurs. A la fin de l’année 2002, la situation nette de cette société était de 532 M€.

1) Ecrire les comptes de résultat et bilan simplifiés de cette société à fin 2003

Recettes :


Primes émises
532


Variation des PPNA
183-183 = 0


Total
532

Dépenses :


Charge des sinistres
400


Frais de gestion
200

Total
600

Perte : -68

La perte représente 12,8% des acquises.

D’après l’énoncé, il y a 183 M€ de PPNA -> perte probable de 12,8% x 183 M€

Constitution d’une PREC de 23,4, qui porte la perte de l’exercice à –91,4

Bilan

Le passif s’écrit :


FP à l’ouverture : 532


Résultat : -91,39


FP à la clôture = 440,61


PNA : 183


PREC : 23,4


SAP : 490

Total 1137

Actifs

2) Que peut-on dire sur l’équilibre technique de l’exercice 2003 ? et de l’influence de la sinistralité de l’exercice 2003 et des exercices précédents sur le résultat ?

En pourcentage des primes :


Résultat = -17,18%


primes = 100%


dont PREC = -4,4%


dont FG = -37,6%


Sin exercice : -73,3%


Exercice précédents : -1,88%

3) Que préconisez vous comme mesure technique à prendre en 2004 ?

En proportion des primes, les sinistres ne sont pas particulièrement élevés. A moins que le niveau de frais généraux ne provienne de circonstances exceptionnelles, les pertes proviennent du niveau de FG. Augmenter les tarifs pour rééquilibrer le résultat risque en pratique de mettre a société « hors marché ». Il faut plutôt s’intéresser aux frais de gestions et à la manière de les réduire.

Exercice 2

Pour une assurance dont la valeur déclarée est C, la prime pure, la prime commerciale et l’écart-type de la charge annuelle des sinistres sont proportionnels à C, soit :

P = C ; P’’ = ’’C et  = sC

On suppose que la gestion du contrat coûte une somme f indépendante de la valeur garantie et que les frais de commercialisation valent  P’’.

1) Quel doit être le capital assuré minimum C0 (point mort), pour que l’assureur dispose d’un chargement de sécurité ?

P’’ = P + P + f + P’’ 

Soit P = P’’ – P - P’’ - f

Chargement de sécurité = ’’C – C – ’’C - f

Application numérique :  = 5/1000,’’ = 6,5/1000, f = 200,  = 15%

positif si : (6,5 – 5 – 0,975)C > 200000

C0 = 200 000 /0,525 = 380 952

2) L’assureur dispose de fonds propres pour un montant K. Il désire avoir une espérance de bénéfice A, en assurant n contrats identiques de capital C.

Pour quelle valeur de C et de n l’assureur obtiendra-t-il le coefficient de sécurité  maximum ? Quelle est cette valeur de  ? 

b = (K + n.nu.(C-C0))/racine(n).sC

On nous donne n.nu.(C-C0) = A

b = (K+A)/s.C.racine(A/(nu(C-C0)))

b est maximum quand racine(A/nu . C²/(C-C0))  est minimum

Soit C²/(C-C0) minimum

Dérivée / C : 2C(C-C0)-C² = 0 => 2C² - 2CC0 –C² = 0

C² - 2CC0 = 0 => C-2C0 = 0 => C = 2C0 = 761 905

D’ou un chargement de sécurité unitaire : 0,525 x 761,905 – 200 = 200

n.200 = A = 150 000 => n = 750

Et enfin beta = 1150 000 / 1%.racine(750).C

Application numérique A = 150 000, K = 1 000 000 et s=1%

3) Déterminer le montant maximum de la garantie uniforme C pour que  ( 4 dans les conditions numériques du 2)

Reprenons l’équation de beta : 4 = 1 150 000/1%.racine(A/ (nu.(C-C0))

4%.racine(A/nu(C-C0)) = 1 150 000

D’où C.

Exercice 3

On considère un ensemble de risques dont la fréquence est caractérisée par un processus de Poisson dont le paramètre  est inconnu. Soit Nj le nombre aléatoire de sinistres enregistrés en jième année d’observation. On observe le processus pendant k années, et on note n1, n2, … nk les nombres de sinistres enregistrés chaque année.

On veut estimer E(nk+1) par une expression de la forme (1-Z).A. + Z.B ou A est l’estimation « à priori » de  et B son estimation au moyen des seules observations.

On retient comme estimateur de B : B = (n1+n2+ …+nk)/k

1) Vérifier que E(B) =  =E(Nk+1). Calculer Var(B).

E(B) = l+l+l+l/k = kl/k = l

l : poisson -> variance l  donc l/k -> variance l/k²

k x var Poisson(l)/k = l/k

2) Déterminer les coefficients a et b pour que :

F(a,b) = E[(E(Nk+1) – a – b.B)²] soit minimum

F(a,b) = E[(l – a – bB)²]

dérivée par rapport à a : E[2(l-a-bB).-1] = 0

e(l) – a – bE(B) = 0

a+(b-1)E(l) = 0 -> a = (1-b)E(l)

dérivée par rapport à b : E[2(l-a-bB).-B] = 0

Montrer que : a = (1-b).E() et a+b/k = (1-b).E(²)/E()

En déduire  que Z = b = k/(k+u) ou u = E() / Var()

3) Application numérique

E() = 0,1 et V() = 0,2

u = 0,5

Z = k/(k+0,5)


Prime = C.[ 0,5/(k+0,5) + B.0,5/(k+0,5)]

Exercice 4

En observant un ensemble de 161 539 risques durant un an, on obtient les informations suivantes : le coût des sinistres est de 1000 dans 40% des cas et de 2000 dans 60% des cas. La répartition des nombres de sinistres est décrite par la statistique suivante :

	Nombre de sinistres
	Effectifs

	0
	148 565

	1
	12 301

	2
	652

	3
	19

	4
	2

	5 ou plus
	0


1) Calculer l’espérance et la variance du coût moyen.

E(CM) = 40%.1000 + 60%.2000 = 1600

E(CM²) = 40%.1000² + 60%.2000² = 2 800 000

V(CM) = E(CM²) – E(CM²) = 240 000

2) Calculer l’espérance et la variance la fréquence.

E(freq) = 148565.0 + 12301x1 + 652x2 + 19x3 + 4x2 + 5x0 / 161539 = 8,46%

E(Freq²) = 12301x1² + 652x2² + 19x3² + 4x2² / 161539 = 9,355%

V(freq) = E(freq²) – E(freq)² = 8,64%

3) Calculer la prime pure et la variance du résultat pour un contrat.

Prime = E(F).E(CM) = 135,40

Var = E(F).V(CM) + V(F).E(CM)² = 241 466

4) Quels seraient la prime pure et la variance du résultat en cas d’instauration d’une franchise fixe toujours déduite de 100 ?

La fréquence ne change pas. L’influence sur le coût moyen est : 

E(CM) = 40%.900 + 60%.1900 = 1500

Prime pure = 1500 x 8,46% = 129,60

E(CM²) = 40%.900² + 60%.1900² = 2 490 000

Var = E(F).V(CM) + V(F).E(CM)²  = 214 685

